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PRESENTACION

“La historia de la matematica debe ser, realmente,
el nicleo de la historia de la cultura”.
George Sarton.

Este libro forma parte de un Proyecto mas ambicioso, escribir sobre la his-
toria de la matemaética desde la Antiguedad hasta algunos temas de los tiempos
modernos. Soy conciente de lo dificil que es la tarea que nos estamos imponiendo
v que debe exigir una entrega de total dedicaciéon. Mi experiencia en los tiltimos
treinta anos de escribir monograffas matemadticas y la coyuntura generacional a
la que pertenezco, me estimula y me da cierta confianza en tratar de lograr gran
parte del reto que nos trazamos. Como es sabido, tareas como la que presenta-
mos hay que hacerlas en forma paralela a nuestras obligaciones como profesor
pero he aprendido, con los anos, a comprender que si anhelamos hacer algo
que nos apasiona, ello hay que hacerlo poniendo mucha voluntad, dedicacién
y sacrificar aspectos que a mi edad, a veces, es dificil renunciar. Pero, no hay
alternativa y reconozco lo dificil del camino que atin queda por recorrer, a lo
que hay que agregar que me atrae también, escribir sobre temas puntuales de
teorias matematicas de cierta actualidad y que me es dificil renunciar a hacerlo.

Este primer volumen estd dedicado a la matematica en la Antiguedad. Con-
fieso que yo sabia muy poco de lo que se habia hecho en aquellos tiempos en
el campo de la matemdtica; me eran desconocidos varios nombres notables que
contribuyeron con ideas muy ingeniosas, y en algunos casos profundas, en el
campo de la geometria y de la aritmética. Es claro que sabia quienes fueron
Tales, Pitdgoras, Euclides, Arquimedes y Apolonio, pero es claro, ahora, que los
conocia de nombre y de pequenas referencias de sus personalidades, y no tenia
conocimiento de los detalles de sus obras matemédticas y del tesoro que ellas
contienen. Y atin, no termino por comprender bien lo aportado por aquellos
geniales cientificos, y de otros de aquella época.

Es estimulante conocer que en aquellos lejanos tiempos existieron seres que
hayan tenido la genialidad de formular y obtener resultados de alto valor cienti-
fico y en el caso de Arquimedes y Apolonio saber que fueron dos excepcionales
mentes que iluminaron no solo a la matematica de entonces, sino a la de muchos
siglos después. Pero también es muy constructivo conocer que atin, muchos siglos
antes de la gloriosa cultura griega ya existieran otras civilizaciones que lograron
significativos progresos matemaéticos, como fue el caso de Babilonia y de Egipto,
dos legendarias culturas que llegaron a poseer una geometrfa, una aritmética y
un algebra suficientemente avanzadas para lograr significativas aplicaciones.

La matemadtica hecha en aquellos lejanos tiempos, jes suficientemente cono-
cida por nosotros en el siglo XXI? ... Al menos en nuestro pafs, conjeturo que de



un modo general la respuesta es negativa. ;Tiene algin interés o valor conocer
lo hecho en esas remotas épocas? Creo que si, y mucho. Solo conociendo nues-
tras propias raices podremos comprender, posiblemente mucho mejor, las ideas
esenciales de lo mucho logrado en los siglos que sucedieron. Ademsds, es también
parte de la cultura matemadtica que todo profesional, que esté relacionado con
la matematica, debe poseer. Se puede afirmar que se podria ser un buen profe-
sional ignorando tal conocimiento, pero, creo que lo seria mucho mejor, si fuera
conciente de lo realizado por aquellos grandes Maestros de nuestra ciencia.

Escribir sobre esta etapa de la matemética, la Antiguedad, es una tarea nada
facil por la naturaleza de los datos que se disponen. Muchas originales, escritos
antes de Cristo, se perdieron y solo se les conocen por referencias de otros in-
vestigadores que vivieron pocos siglos después. Esta dificultad se hace mayor
en nuestro caso dado que no dispusimos de fuentes bibliogrificas de cierta an-
tiguedad. Las obras mas especializadas en la Antiguedad que dispusimos fueron
[ALM] y [HEA] (ver la bibliografia). Tampoco la biblioteca de nuestra uni-
versidad posee alguna revista sobre historia de la matematica; en consecuencia
nuestras fuentes de consulta fueron libros escritos en el periodo de sesenta anos
atrds. Es justo remarcar, por otro lado, que en los tltimos anos se han escrito
excelentes libros sobre historia de la matemédtica o temas afines; por ejemplo,
ver [KLI], [STT], entre otros. También, via Internet se pueden encontrar muchos
articulos sobre el tema, la matemdtica en la Antiguedad. El lector puede nave-
gar y disponer de mucha informacién al respecto. Dentro de los libros, [BOY]
y [EVE] son dos clésicos muy ttiles para entrar a la historia de la matemadtica.

Al escribir el presente volumen hemos procurado respetar el estilo y forma
de como fueron redactados los escritos por sus antiguos autores; es claro que la
forma heredada por nosotros ha sufrido algunas sucesivas traducciones desde la
lengua original.

Por esta razon, el lector encontrard diversos pasajes en este libro en donde
nos es dificil comprender el espanol usado, dificultad que a veces se trans-
mite a la comprensién matemadtica del tema en cuestién. Esto es parte de la
historia que nos ocupa y debemos tener paciencia. Por ejemplo, al leer los
libros de los Elementos de Euclides apreciaremos que los enunciados y las de-
mostraciones son redactados en un estilo no comprensible del todo y nos cuesta
dificultad asimilar el mensaje que se nos da.

Este volumen consta de dos capitulos; el primero trata sobre la matemédtica
pre - griega (Babilonia y Egipto) y sobre la matematica griega, hasta Euclides.
En el segundo capitulo fundamentalmente presentamos a Arquimedes, Apolo-
nio y a Eratéstenes. Alrededor de tales personajes mencionamos a diversos
otros, pocos conocidos en nuestro ambiente. Fue también conveniente consider-
ar algunos aspectos sobre el nacimiento de la trigonometria. El primer capitulo
comienza con algunas consideraciones generales y con algunos comentarios sobre
la matemdtica en la Pre - Historia. Luego tendremos la oportunidad de ilus-
trarnos de los aportes hechos por dos importantes civilizaciones como fueron la
babilénica y la egipcia, y podremos apreciar que ellos ya conocian diversos resul-



tados en geometria, dlgebra y aritmética; atin cuando esos resultados fueron no
formales sin embargo nos demuestran que habian logrado un desarrollo mental
que les permitié obtener abstracciones de mucho valor matemaético, tanto en la
teorfa como en las aplicaciones. En cuanto a la matemadtica griega, tratada en
este capitulo, se comienza con Tales de Mileto, figura legendaria que tuvo luz
propia para iluminar el futuro matematico que se desarrollaria luego. Pitdgoras
y los Pitagoricos, es presentado con cierta amplitud pues lo aportado por ellos
fue fundamental en el desarrollo posterior del pensamiento matemético. Eu-
clides y su obra maestra, Los Elementos, tuvo un tratamiento especial por el
significado que desempené en la cultura universal. Intencionalmente presenta-
mos a los Elementos con un detalle quizas criticable. ;Es justificable presentar
el contenido de los Elementos con el detalle que lo hicimos? Posiblemente ex-
istan opiniones que afirmen que no lo es. En verdad, yo tuve duda sobre esta
cuestion. Al final decidi hacer lo que exponemos en 1.2.5. Tratdndose de una
obra monumental considero que la informacién y/o el conocimiento de los Ele-
mentos debe formar parte de la cultura de todo profesional que haga uso de la
matemdtica, sobre todo de los matemaéticos.

Luego de transitar por la Antiguedad y de sentir el valor que significa como
la matemdtica fue elaborada por sus propios autores, estoy mas convencido
de la importancia del curso de Historia de la Matemadtica. Este sentimiento
seguramente serd mas fuerte conforme avancemos a través del tiempo (y de los
volimenes que vendrdn). Sugerimos que en la formacién de todo estudiante
de matemética (y de todo futuro profesor de matemadtica) deba haber un bien
meditado curso sobre tal drea. Posiblemente un curso de cuatro horas semanales
o dos cursos de tres horas cada uno, podria permitir dar una visién de como
fueron evolucionando las ideas y las teorias matemadticas. El famoso matemaético
Henri Poincaré dijo:

< sinosotros queremos predecir el futuro de la matematica, nosotros tenemos
que estudiar su historia y su presente situacién > .

Sabias palabras de un ilustre hombre de ciencia. Lamentablemente en nue-
stro pais creo que lo planteado no es bien comprendido; se confunde con algo
que se obtiene leyendo libros de divulgacion, de contenido popular y que sirve
para “conseguir el sueno”. No! La idea es presentar teorias matemaéticas, hacer
su estudio matematico, probar los teoremas en la forma como fueron hechos por
seres de gran inteligencia matemédtica; debemos sentir también las dificultades y
las frustraciones que ellos tuvieron algunas veces. Algunas teorfas modernas han
surgido en el siglo XX leyendo, investigando acusiosamente trabajos realizados
siglos atrds. En este sentido, la historia de la matematica no solamente es 1itil a
los matemadticos sino a todo profesional con cierta curiosidad por conocer como
surgieron lo que le ensenaron en el colegio, en la universidad, que ahora usa y
pueda extrapolar todo ello en sus propios intereses y realizaciones.

La organizacién de este volumen es como sigue. Consta de dos capitulos.
En el Capitulo 1, presentamos algunos aspectos sobre la matemédtica en la An-



tiguedad y consta de dos secciones; en la primera tratamos la matemética pre-
griega y en la segunda a la matematica griega, de Tales a Euclides. Cada seccién
estd dividida en subsecciones en que se desarrollan los distintos temas. Creimos
conveniente incluir una subseccién sobre algunos comentarios y otra sobre ejer-
cicios y cuestiones generales a modo que el lector tenga una participacién en
su aprendizaje de lo leido. El Capitulo 2 conserva la misma estructura que el
primer capitulo. Consta de seis secciones y abarca desde Arquimedes hasta la
declinacién de la matemética griega. Resaltamos, ademéds de Arquimedes, a la
figura de Apolonio, notable geémetra, autor de las Cénicas. El libro termina con
un breve resumen de los Capitulos 1 y 2, la bibliografia y el indice alfabético.

Agradezco a las autoridades del drea de Matemaética de la Pontificia Univer-
sidad Catdlica del Perd, institucién donde soy profesor, por haberme brindado
las condiciones para poder realizar el presente trabajo. A mi esposa Luz Ma-
rina por su estimulo constante que significa muchos anos de vida en comun.
Mis agredecimientos a la Lic. Shila Neciosup Salas y al Profesor Carlos Deudor
Gomez por su excelente trabajo en el disefio y diagramacion en IWTEX y apoyo
en la redaccién de esta edicién de esta obra. A mi amigo, Prof. Thomas Gilsdorf
por su motivacién e interés en esta obra.

No puedo terminar sin mencionar la lamentable pérdida que tuvimos con
la muerte de dos destacados profesores, ambos cultores de la historia de la
matemadtica: Roberto Veldasquez y Miguel de Guzman. A ellos van mis
recuerdos y mi gratitud de amigo.

Lima, Mayo 2005
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0.1. Preface

This is the preface.
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Capitulo 1

LA MATEMATICA EN LA
ANTIGUEDAD

1.1. MATEMATICA PRE-GRIEGA.

1.1.1. Aspectos Generales. (Etapas de la Matemadtica).

En esta seccién daremos una breve vision sobre la evolucion de la matemati-
ca, con énfasis en lo sucedido en la Antiguedad. En la siguiente seccién dare-
mos un panorama sobre la matemédtica en la pre-historia. Posteriormente
estudiaremos a las dos grandes culturas pre-griegas:la babilénica y la egip-
cia.

Desde los tiempos mas remotos, el estudio de la matematica fue de gran
importancia en el desarrollo del progreso humano. Esta caracteristica perdura
aln en nuestros dias. El conocimiento matemaético, en todos sus niveles, di6
al hombre la dimensién de un ser pensante, un ser esclarecido y de creador
de ideas abstractas. La matemdtica es una de las ciencias mas antiguas;
las ideas de forma y de nimero surgieron posiblemente en las culturas mas
antiquisimas que tengamos conocimiento. En todas las épocas, la matematica
constituyé la base de los conocimientos surgidos de la mente humana. Debida
a su exactitud, ella estd en la cima del conocimiento del hombre. El ideal de la
perfeccion de la matemaética llevo a los mas grandes filésofos de la Antiguedad
a su estudio; asi Tales de Mileto, Pitdgoras, Demdcrito, Anaxagoras, Platon,
Aristételes, entre otros, dedicaron sus vidas a su estudio, logrando valiosos
aportes a la cultura griega. Sécrates, el gran Maestro, exclamo:
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.Nunca notaste que aquellos que saben calcular naturalmente, y sin
dificultades, son dotados de una inteligencia capaz de hacer progre-
sos rapidos en todas las artes, y que las criaturas de espiritu tardio y
pocos abiertos, se tornan, cuando son ejercitadas en la aritmética, mas
ingeniosas y mas inteligentes?”

Hipécrates, ilustre médico de la Antiguedad, dijo:

“ Por el conocimiento matemaético, no solo alcanzards mas gloria y utili-
dad en las cosas humanas, si no que ademds tornara a vuestro espiritu
mas inteligente y mismo mas propio para los asuntos que dicen respecto
a la medicina”.

El surgimiento de la matemadtica en las ciencias naturales ocurre como
resultado de la aplicacion de las teorfas matemadticas existentes a problemas
practicos y de la elaboracién de nuevos métodos para su solucién. La apli-
cacién de una teorfa matemadtica en el campo objetivo no siempre tiene de
inmediato una solucién satisfactoria; a veces pasan anos, decenios para lo-
grar la solucién. A su vez, conforme la tecnologia progresé se abrieron nuevas
posibilidades para resolver problemas mas complicados. Tal es el caso del
surgimiento de las computadoras a mediados del siglo XX. Desde la época
mas antigua hasta nuestros dfas, el campo de las aplicaciones de la matemati-
ca evoluyo notablemente. Es una relacion mutua entre la creacién abstracta y
los problemas del mundo fisico. El proceso de la creacién de las ideas y méto-
dos matematicos para la solucién de problemas, desde las mas elementales
cuestiones, abarca un tiempo largo. El inicio de tal proceso data posiblemente
de los tiempos remotos, cuando el hombre comenzé a usar instrumentos para
obtener los medios para sobrevivir. Este periodo termina con el surgimiento
de formas cualitativamente nuevas del pensamiento matematico, de nuevas
ideas y métodos suficientemente maduras para constituir formas primarias
de teorias mateméticas. Esto sucedié alrededor de los siglos VI-V A.C. (antes
de Cristo) en la gloriosa Cultura Griega.

Como es natural pensar, los datos materiales que se tienen de la an-
tiguedad son escasos e incompletos y estdn en continuo proceso de enrique-
cimiento conforme se hagan nuevos descubrimientos de documentos antiguos.
Pareciera que las ideas matematicas, desde las mas primitivas, son inher-
entes a la naturaleza mental del hombre. En consecuencia, la historia de la
matemadtica estd intimamente relacionada a la historia de la humanidad. Las
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ideas primarias de figura, forma, nimero, drea,... surgieron en la convivencia
del hombre con la naturaleza y fueron perfecciondndose con el transcurso
de los siglos. Fue un largo desarrollo matematico-histérico. Segin algunas
investigaciones, hacia el ano 40,000 A.C., época del hombre de Neandertal,
el hombre comenzé a pensar y posiblemente al poco tiempo de aquel en-
tonces, nuestros antepasados comenzaron a usar un lenguaje con vestigios de
un sistema de nimeros, asi como se hicieron algunas construcciones en donde
aparecen ciertas relaciones geométricas.

Por otro lado, el hombre primitivo al observar su entorno seguramente
fue concibiendo la idea de niimero, ain antes de que surgiera un lenguaje
que le permitiera comunicarse. Posiblemente fue distinguiendo una sensacién
cuantitativa al observar un arbol y al observar tres arboles; en su cuerpo tuvo
la oportunidad de ir concibiendo la nocién de niimero al observar los dedos de
una mano, los de las dos manos, de las manos y los pies. Las noches de Luna
llena le irfan moldeando la idea de redondez, al menos como un sentimiento.

El nacimiento de las civilizaciones antiguas se produce con la llegada
de la Edad de los Metales, y surgen a orillas de los grandes rios como son
el Eufrates, el Tigris, el Nilo y otros en la India y en la China. Nuestra
vida familiar estd fuertemente influenciada por el pensamiento matemaético,
desde los tiempos remotos hasta la actualidad, desde las ideas mas simples y
triviales hasta las mas complejas de nuestros dfas. En los pueblos antiguos, de
un modo progresivo, se fueron elaborando nuevas ideas o teorfas matematicas.

Posiblemente el hombre pueda vivir en un mundo donde no existan algu-
nas de las profesiones conocidas (el derecho, la literatura,...) pero es dificil que
pueda vivir en un mundo sin matemadtica, caso contrario estaria condenado a
vivir en un mundo muy trivial. Ya en las culturas surgidas en las regiones ge-
ogréficas citadas antes, la matemaética habia evolucionado lo suficiente para
poder ser aplicada en diversas situaciones concretas. Los babilonios y los
egipcios tuvieron conocimientos suficientemente avanzados para realizar, por
ejemplo, trabajos de ingenierfa, que atin ahora nos maravillan.

La matemadtica es un conocimiento que estd en nuestra mente, surge de
nuestra mente; la abstraccién es una de sus caracteristicas inherentes. Llegar,
por ejemplo, a la abstracciéon del niimero “1” llevé mucho tiempo al hombre.
Sin embargo, estos modelos abstractos fueron y son indispensables para re-
solver multiples problemas del mundo fisico; por ejemplo, gracias a la teoria
de las funciones analiticas de Cauchy y de la representacién conforme es que
un avién vuela. Los fisicos e ingenieros, a través del tiempo, conquistaron a la
naturaleza o como dijo Descartes, “dominaron a la naturaleza”. La matemati-
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ca amplia constantemente su campo de aplicacién; actualmente se la aplica
en dominios muy especializados y con modelos matematicos muy elaborados,
de niveles avanzados. Los grupos de investigaciéon multi-disciplinarios crecen
dfa a dfa. Guardando la proporcion, esta situacion también era cierta siglos
atras.

La Historia de la Matemaética nos ilustra de periodos gloriosos en que la
humanidad, a través de los aportes de los mateméticos, lograron conquistas
intelectuales y materiales de altisimo nivel. Ya hemos mencionado ligera-
mente a la cultura griega de los siglos VI a III A.C. Otro periodo glorioso fue
lo logrado en los siglos XVII y XVIII con la creacién de la geometria analitica
y del célculo, y de lo derivado de estas dos teorias. Desde la Antiguedad se
buscaron métodos matemaéaticos universales que permitieran resolver diver-
sos problemas. La abstraccién surgida en la Antiguedad permitié demostrar
diversos teoremas abstractos; en este sentido, y por su contenido, “Los E-
lementos” de Euclides es una obra monumental, que perdura hasta nuestros
dias. La geometria de Fuclides y la de Apolonio (las “cénicas”) fueron apli-
cadas con éxito en miiltiples problemas surgidos en el mundo fisico, como fue
(por ejemplo) en la mecdnica y en la mecdnica celeste.

Segiin el prestigioso matematico ruso A.N. Kolmogérov, en la historia de
la matematica se distinguen los siguientes periodos (ver [RIB]):

( ® Nacimiento de la Matenléltiod"“"'-ﬂ

: — =2 . =

e P L ﬁ'___ La Matematica Elemental k

L

\

(" ® La Matematica de Magnitudes \-%{éﬁés_l\?

— —
¥

o La Matematica Contemporanea |

e Nacimiento de la matematica: este periodo se inicia en la s profun-
didades de la civilizacién primitiva y se prolonga hasta los siglos VI y
V antes de Cristo.

Comprende la etapa de la formacién de las ideas mas primitivas de
nimero y de forma hasta el momento en que la matematica adquiere
cierta independencia, con objetivos y métodos propios. Pertenecen a
este periodo las culturas egipcia y la babilénica. En esta etapa se for-
maron la aritmética y la geometria, las cuales estaban intimamente
relacionadas. La matemdtica era una coleccién de reglas aisladas que
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provenian de la experiencia con el medio ambiente; no existia atin un
sistema organizado ni unificado.

e La Matematica Elemental: este perfodo se inicia entre los siglos VI
y V A.C., con Tales y Pitagoras, cuando la matematica deja de ser un
conocimiento solo al servicio de aplicaciones inmediatas, en donde ex-
istian resultados tedricos aislados y recetas numéricas, para luego pasar
a constituirse en una ciencia altamente intelectual. Por ello, la denom-
inacién “elemental” es solo una expresién para ubicar a la matemaética
en el contexto general de lo que vendria siglos después. En efecto, los
trabajos matemadticos de Arquimedes y de Apolonio son de alta pro-
fundidad matemadtica, inclusive no muy bien conocidos actualmente en
nuestro medio. Asi mismo, como ya hemos mencionado, “Los Elemen-
tos” de Euclides constituye una obra singularmente original para su
época y estd escrita con un rigor que hace de ella una obra perdurable
a través del tiempo. Sin embargo, toda esta matemadtica es, de algin
modo, estdtica por las caracteristicas histéricas de la sociedad de en-
tonces. Asi, hasta mediados del siglo XVI de nuestra era en que, gracias
al renacimiento cientifico producido entonces, la humanidad entra en
una revolucionaria etapa de cambios esenciales. Gracias a la fisica y al
conocimiento de otras ramas, la matematica se hace dindmica, estudia
los cambios existentes en la naturaleza; se inicia la etapa de las mag-
nitudes variables, la que fue fuertemente estimulada por la creacién
de la geometria analitica y del célculo infinitesimal. En contraste, a
este perfodo también se le conoce como la etapa de las magnitudes
constantes.

e La Matematica de las Magnitudes Variables: se inicia con los
trabajos de Descartes, Newton y Leibniz, asi como con las miltiples
contribuciones que se hicieron, antes y después de los citados cientificos.
La geometria analitica y el célculo (diferencial e integral) fue el punto
de partida de cambios fundamentales en la matemdtica pues ella se
volvié capaz de resolver problemas nuevos que provenian del mundo
fisico. La humanidad entraba a la era de las maquinas; se construyeron
maquinas y barcos de vapor, surgieron las locomotoras. El posterior
desarrollo del cédlculo permiti6é el surgimiento de las series y de las
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ecuaciones diferenciales, entre otras ramas del cédlculo, lo que permitirfa
el desarrollo de la fisica-matemadtica.

Este perfodo es particularmente muy rico en muchos talentos que impul-
saron a la matemadtica a nuevos horizontes, tanto en aspectos tedricos
como en las aplicaciones. La ciencia y la tecnologia naciente han de
motivar mas y mas investigaciones tedricas y también en el campo de
las aplicaciones. El inicio de este perfodo se ubica entre los siglos XVI
y XVII, época en que se investiga a la matemdtica de las magnitudes
variables. Las ciencias naturales condujeron a las ciencias exactas a
mayores exigencias y retos; asi, las leyes generales de la naturaleza se
estudian con nuevos modelos matemaéticos. El éxito de la matematica
pura de entonces, originaba muchas otras demandas en las aplicaciones.
Por esa época surgieron algunas organizaciones cientificas, como la Roy-
al Society de Londres (1662); también se organiza la Academia de Paris
(1666). Se fundan algunas Revistas sobre matemética.

Este periodo termina a mediados del siglo XIX, época en que se han
de producir progresos esenciales que ampliaron la visién del mundo de
la matemaética. Se introdujeron muchas nuevas teorfas; se clarificaron
algunas inconsistencias existentes en el cdlculo para de este modo surgir
a la luz el anédlisis matemadtico. También en el dlgebra y en la geometria
han de surgir teorfas revolucionarias. De alguna manera se estaba ges-
tando un nuevo periodo que nos llevaria a nuevos universos matematicos
gracias al talento de muchos cientificos.

La Matematica Contemporanea: este es posiblemente el periodo
mas dificil de precisar por la inmensidad de teorfas nuevas, por la
creacién de nuevos métodos y nuevas ramas de la matemética. Has-
ta el siglo XIX podifan haber genios matemédticos que conocieran bien
la matemaética de su época; ahora, siglos XX y XXI, ello es préctica-
mente imposible. El campo de las aplicaciones de la matemética es muy
amplio en nuestros dias; es casi todo el conocimiento humano. La era
de las computadoras contribuye a que la informacién que obtengamos
sobre las novedades nos abruma y tengamos que ser selectivos y pun-
tuales en nuestros intereses matemaéticos. Si bien esta etapa se inicia,
mas o menos, a mitad del siglo XIX, no conocemos cuando termina;
capaz ya estemos en un quinto periodo, el periodo de las computadoras,
de las méaquinas y robots. La matemadtica crece, dfa a dfa, al ritmo de
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esta era altamente cientifica y de especializada tecnologia, y por ello,
ahora mas que nunca, su conocimiento (al menos hasta ciertos niveles)
es indispensable a todo profesional sensible a las actuales circunstan-
cias y que aspire a ser lider en su campo profesional y de esta manera
sobreviva dignamente en este siglo XXI que iniciamos.

Al inicio de este periodo se producen profundos cambios en el dlge-
bra, en la geometria y en el naciente andlisis matemadtico. Se intro-
dujeron revolucionarias ideas que ampliaron al universo matematico
de entonces; como se sabe estas ampliaciones no niegan las verdades
matemadticas anteriores, desde la época de los Antigiios. Asi, 24+ 2 =4
seguird siendo cierto en el contexto de su formulacién; la suma de las
medidas de los dngulos en un tridngulo seguird siendo igual a 180 (gra-
dos) mientras estemos en el universo de Euclides; lo que sucedi6 es que
en universos mas generales, los matematicos encontraron nuevas ver-
dades adaptadas a tales universos. Esta relativizaciéon de la matemati-
ca, asi como entrar a dominios desconocidos (como lo hizo G. Cantor),
produjo un fuerte impacto atin a reconocidos matematicos.

1.1.2. La Matematica en la Pre-Historia.

Como es natural, exponer sobre lo habido sobre la matemética en la
pre-historia es algo dificil; como se sabe, la informacién que se tiene sobre
la matemadtica en la Antiguedad se debe, en gran parte, a descubrimientos
arqueologicos, algunos producidos en los siglos XIX y XX. De esta manera,
nuestro conocimiento sobre la evolucién de la matemédtica en los tiempos
remotos es un proceso que conforme se produzcan nuevos descubrimientos,
iremos ampliando nuestro conocimiento de lo sucedido en los albores de la
evolucion de la humanidad. La tarea de los arquedlogos y de los historiadores
de la matematica es reconstruir el pasado o la pre-historia de nuestra ciencia
en base a piezas encontradas, muchas de ellas incompletas, escritas en un
idioma antiguo y que estan ilegibles. El gran problema, dificil problema,
consiste en armar un todo en base a elementos muchas veces dificiles de
interpretar.

., Coémo conocer el legado matematico, si lo hubo por mas elemental que
sea, del hombre de hace al menos cuarenta mil anos?...

En esta etapa los historiadores de la ciencia se basan en conjeturas; la
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arqueologia y la antropologia son ciencias fundamentales en esta empresa.

., Qué importancia tiene conocer lo que sucedié en la noche de los tiem-
pos?...

Tabla de Célculo del ano 2004 A.C
Extraida de [MAN], pag 9

El hombre, como ser pensante, es inquieto en conocer a la naturaleza
que lo rodea, atin en los minimos detalles; conocer el pasado, por mas lejano
que sea, es conocer mejor el presente y conocer el futuro via extrapolacién-
aproximacién. Conocer, de algiin modo, como pensaba el hombre de las cav-
ernas, el hombre que luchaba dfa a dfa su sobrevivencia, es algo fascinante
porque es algo como si nos conociéramos asi mismos, en lo mas lejano de
nuestra subconciencia.

En tal direccién se tiene una primera evidencia de un registro numérico en
un hueso, el peroné de un babuino, que data de hace unos 35,000 anos A.C.
Este hueso fue encontrado en el Africa, en Swazilandia, y posee 29 marcas que
se asemejan a un calendario de varillas. Otro hallazgo (también en Africa)
es otro hueso con una antiguedad de 20,000 afios A.C. en donde se sugiere
las fases de la Luna; por razones précticas, el cielo abierto era un gran reloj
del tiempo para aquellos seres. Por esta época, la incipiente astronomia se
mezclaba con aspectos religiosos y de astrologia. Mas cerca, alrededor del ano
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3.500 A.C. ya existian escritos matematicos de cierto nivel; por ejemplo, ello
se produce entre los rios Eufrates y el Tigris, en cuyas tierras florecen diversas
culturas, cuyas ciudades mas importantes son Ur, Ninive y Babilonia.

Volviendo hacia atrds en el tiempo, es posible que hacia el ano 40,000
A.C. (época del hombre de Neandertal) el hombre comenzara a pensar y
a adquirir conciencia del mundo fisico que lo rodea; se conjetura que por
esta época surgen las dos primogenias ideas de la matemética: la idea de
nimero y la idea de relacién espacial. Esta conjetura se sustenta en
el hecho de que actualmente existen tribus primitivas, que viven en la edad
de piedra y que poseen un sistema de nimeros muy limitado. La nocién de
nimero debe haber pasado por un proceso mental de muchisimos anos; el
hombre de las cavernas debe haber sentido la sensacién de lo cuantitativo al
ver una piedra y un montén de piedras, al observar a un hijo y a todos sus
hijos; observaba (?) que solo habia una sola Luna. En su evolucién, el hombre
seguramente tuvo curiosidad al ver que posefa dos manos, dos pies y dos ojos
(nocién de correspondencia biunivocal) y que habia algo en comun en este
sentimiento (7). El hombre de la Antiguedad aprendi6, en algiin momento,
que la naturaleza de los objetos que cuenta no es lo importante, sino “ese
algo” en comin que poseen los conjuntos “dos manos”, “dos pies”, “dos
0jos”,... . Asi mismo, debe haber observado que el orden en que observa a
los objetos tampoco influye en su resultado final; asi, el nimero de dedos en
ambas manos es siempre 10, independiente del orden en que se cuente.

Conforme los pueblos primitivos fueron creciendo y evolucionando, nuevas
necesidades surgfan. Por ejemplo, ellos posefan rebanos con “muchos” ani-
males, o posefan grandes extensiones de terreno de cultivo de donde cosech-
aban un “buen nimero” de frutas u otros alimentos. El saber la cantidad de
objetos que poseian forzoé la necesidad de tenerse un sistema de numeracion,
en realidad, diversos sistemas de numeracion segin las distintas comunidades,
en diversas partes del mundo. El proceso natural para “contar” es a partir
de un elemento, al cual se le agrega otro elemento; a éste, otro elemento, y
asi sucesivamente, jhasta cuando?... esto es una pregunta complicada de re-
sponder pues ahi estd el germen de la idea del infinito. Hay tribus primitivas
que solo conocen hasta el nimero 4, 5 6 6; si recurrimos a los dedos de las
dos manos llegamos al nimero “10”; pero si se consideran, ademds, los dedos
de los pies, se tuvo que considerar nimeros “mayores” que 10.

Pareciera que la idea de nmimero no es patrimonio del hombre; se han he-
cho experimentos que inducen que ciertos animales también tienen tal idea.
A manera de ejemplo, de [COL], vol. I, pag. 13 extraemos la siguiente intere-
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sante historia:

“Se cuenta que un castellano habfa decidido matar una corneja que habia
fijado su domicilio en la torre de observacién de su castillo. Lo habfa intentado
varias veces, pero siempre, cuando el hombre se aproximaba, dejaba su nido
y se dirigia a un arbol vecino fuera del alcance del fusil asesino. El castellano,
decidido a terminar de una vez para siempre, opté por una artimana. Una
manana se presenté en la torre con un amigo. Los dos hombres entraron y
poco tiempo después salié sélo el castellano. La corneja esperé pacientemente
la salida del segundo hombre. En los dias que siguieron, la experiencia se
repitié con tres e incluso con cuatro personas. Siempre al acecho, la corneja
volvia a la torre una vez que habia salido el dltimo hombre. Por tltimo, se
enviaron cinco hombres; como en ocasiones anteriores, cuatro salieron de la
torre, uno despues del otro, mientras que el quinto esperaba tranquilamente
en el interior. Esta vez, la corneja, incapaz de distinguir entre cuatro y cinco,
cayé en la trampa y volvié a su nido sin saber que el quinto hombre la
aguardaba con el fusil apuntando a su nido. Es fécil adivinar la suerte que
corri6 la pobre corneja.”

Similares experimentos se han hecho sobre la reaccién del ave hembra
cuando de su nido de huevos se retira un huevo, dos huevos,... . La leona que
pone cuatro cachorros, por ejemplo, cuando los traslada de un lugar a otro,
va y viene hasta llevar al dltimo cachorro; ;que sucederd si al regresar por su
iltima crfa, la leona no lo encuentra?

Un factor que distingue al hombre del resto de animales es su facultad de
hablar, de poseer un lenguaje, lo que le permitié realizar las primeras primi-
tivas abstracciones. Lentamente fueron surgiendo diversos simbolos para rep-
resentar a los mimeros. Esta evolucién llevé miles de anos; en la Antiguedad
surgieron diversos sistemas de numeracién, como sistemas en base 2, en base
3, en base 5,...; nuestro actual sistema es en base 10.

La Geometria Primitiva.

Como en el caso de la aritmética, visto anteriormente, el origen de la
geometria se pierde en los tiempos remotos y por tanto es dificil precisarse
fechas y acontecimientos. Se trabaja en base a conjeturas y a informaciones
extraidas de otros campos, como por ejemplo, de la religién. En diversas
pinturas y grabados encontradas en cavernas, se induce que los Antiguos
conocfan diversas figuras y técnicas de pintura.
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Fl historiador griego Herodoto sostenia que la geometria nacié en el an-
tiguo Egipto por razones précticas al reconstruir periédicamente los lindes
de las tierras luego de las inundaciones causadas por el rfo Nilo. En cam-
bio, el pensador Aristételes opinaba que el cultivo de la geometria se dié en
Egipto gracias a la existencia de una clase sacerdotal ociosa. Pero, parece
por las evidencias arqueolégicas que la geometria es mas antigua que la cul-
tura egipcia y de otras grandes culturas de la Antiguedad (babil6nica, china,
india, ...). Al menos en sus concepciones mas elementales, ya existian signos
de un pensamiento geométrico en las antiquisimas comunidades humanas.
Atn, se sostiene que el origen de la geometria y de la numeracién estédn
en relacién con algunas practicas rituales primitivas. Posiblemente, se con-
jetura, que las primeras cuestiones geométricas hayan surgido en la mente
del hombre cuando su cerebro habia evolucionado lo suficiente para lograr
tal progreso mental. La observacién de cosas simples y su habilidad lograda
para reconocer las formas de las cosas que lo rodeaba, posiblemente hayan
sido las primeras armas que tuvo el hombre para ir interpretando al mundo
fisico en que vivia. Este progreso, lento y que llevarfa muchisimos siglos, era
(posiblemente) algo subconciente.

No existen datos histéricos que permitan conjeturar cuanto tiempo de-
mando6 al hombre para que se sienta capaz de llevar a la geometria a la
condicién de ciencia. Algunos historiadores de la matemaética postulan que
ello se produjo en el valle del Nilo en Egipto, pero también se acepta que
tal condicién se dié en los valles del Tigris y el Eufrates en Mesopotamia,
en los de los rios Indus y el Ganges del Asia sur-central, y del Hwang Ho
y el Yangtze al este de Asia. Alrededores de las citadas cuencas se desar-
rollaron ciudades présperas que alcanzaron niveles sociales, econémicos y
culturales que hicieron posible cultivar una matematica con fines utilitarios,
con aplicaciones a la ingenieria (construccién de templos, puentes, ...) y a la
contabilidad de lo que posefan. Asi va surgiendo una matemética mas organi-
zada, en donde también existen ciertas significativas abstracciones o férmulas
matematicas.

1.1.3. La Matematica Babildénica.

La civilizacién babilénica engloba un conjunto de pueblos que vivieron
en Mesopotamia entre el 5,000 A.C. y los primeros tiempos del cristianismo.
El conocimiento matematico babilénico procede de las excavaciones hechas
a mediados del siglo XIX. Alrededor de 300 tablillas han sido identificadas
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como tablillas matematicos, que contienen diversos problemas matematicos
y que pertenecen a diversos perfodos de la historia de Babilonia; asi tenemos
textos matemaéticos que posiblemente datan de alrededor del 2100 A.C., otros
de alrededor del 1600 A.C., y otros de antiguedad del 600 al 300 A.C. En
estos textos se aprecia que los antiguos babilonios tenfan un alto nivel de
habilidad en el célculo; su escala numérica fue en base 60. A ellos le debemos
que 1 hora tenga 60 minutos.

Como hemos mencionado, el conocimiento que tenemos de la matematica
en Babilonia, es relativamente reciente; en gran parte debemos tal conocimien-
to al trabajo de los arquedlogos quienes encontraron un promedio de medio
millén de tablas-documentos; en Nipur se encontraron mas de 50,000 tablas.

Toda esta valiosa informacion estd distribuida en algunos museos europeos y
la Universidad de Yale.

Regiao da antiga Babilénia

Como la informacién sobre las culturas antiguas provienen de excava-
ciones arqueoldgicas, la historia de la matemadtica en Babilonia no estd cer-
rada; pueden surgir nuevas novedades sobre esta gran cultura oriental.

Veamos algunos aspectos de la matemaética babilénica.

Nota. Debemos remarcar que con la palabra “matemédtica babilénica” nos
referimos a la matematica cultivada en los pueblos existentes en el entorno
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de los rios Tigris y Eufrates, conjunto que se llama la regién de la antigua
Babilonia.

Nota. En el contexto de esta exposicién, “tabla” es equivalente a “tablilla”.

(i) Sistema de Numeracién.

Las primeras formas de escritura aparecen hacia el tercer milenio A.C.;
son sfmbolos estilizados para representar cosas. La figura adjunta exhibe una
tabla de los niimeros del 1 al 2000.
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El mas alto desarrollo aritmético de los babilonios es el Akkadian, cuyos
simbolos numéricos son muy similares a los de la anterior tabla. En su sistema
numérico usaron la notacién posicional y era ambiguo. Algunas fracciones
tuvieron, en tal aritmética, simbolos especiales; asi, por ejemplo,

o =
(5% [
w o
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Para los babilonios estas fracciones era “el todo”, “el total” y no la divisién
de la unidad en partes.

La informacion que se dispone sobre la aritmética mesopotédmica provienen
de una serie de tablillas que datan de los primeros siglos del segundo mile-
nio A.C. y de los ultimos siglos del primer milenio A.C. En tal periodo los
babilonios hicieron contribuciones significativas a la numeracién posicional,
sin embargo, no conocieron al niimero cero, es decir, no tuvieron un simbolo
para expresar al “espacio vacio”, lo que produjo ciertas ambiguedades en la
representacién de ciertos nimeros. En vez del cero, los babilonios empleaban

un espacio blanco (de cierta amplitud). Por ejemplo, los simbolos < Y

pueden significar al nimero 11, al nimero 11,60, al nmimero 11,602, ... Pos-
teriormente, para el lugar del cero usaban al sfmbolo { . Como ejemplo,

veamos la siguiente representacién en base 60,
742460y = 2,60° + 3,60 + 44 = ” Y” ﬁ T”T

Posteriormente (conquista de Alejandro Magno) tuvo la siguiente repre-

S LYY g5y

La Raiz Cuadrada. Es interesante mencionar que los babilonios estudiaron
al nimero v/2, 1o que estd en una tablilla de la época babilénica antigua. Tal

L L :
nimero lo representaron en la forma Y'{{ v -::'(:..r ::“T{ . Los babilonios

encontraron el valor aproximado de 1.414222 para /2. Ellos tuvieron bue-
nas técnicas para lograr buenas aproximaciones. Veamos algunos detalles.
Se desea calcular algunas aproximaciones para v/b, donde b es un nimero
apropiado. Sea z = /b la rafz buscada y sea b, una aproximacién de es-

ta rafz. Supongamos que a; es otra aproximacion tal que a; = b Si by es

1

demasiado pequeno, entonces a; es demasiado grande. Elegimos entonces la

a; + by
2

media aritmética by = . Si by es demasiado grande, entonces a; = —

by
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serd demasiado pequeno. Luego, serd suficiente tomar la media aritmética

az + by , .
bs = , v asf sucesivamente...

2
De otro modo, sea a; el mayor entero menor que Vb. Paran = 1,2,3, ... se

b
calcula a, ;1 = 5 (an + a_) (método de Herén). De esta manera ay, as, ag, ...
n

es una sucesion de cada vez mejores aproximaciones de v/b.

Ejemplo. Calcular /2
Solucién (babilénica). Se procede de la siguiente forma

1 2 3
ay ) az 2< +1) 27
3+2 17+ 2
2% T 12 4 BTT
BTy Ty “T T T 4o
577+ 2
408 3L 665,857
a5: = s
2 470, 832

y asi sucesivamente. En una de las tablillas de la Universidad de Yale se lee:

24 51 10
2=14+ —+ — + —— = 1,41423.
V2 N 60 * 602 * 603 ’

En la tablilla se aprecia un cuadrado de lado 30, y se da la diagonal 30v/2 =
30,1524, 51,10 = 42; 25, 25. De esto se deduce que los babilonios ya conocian
al Teorema de Pitagoras.

Observemos que el ejemplo dado nos muestra que los babilonios fueron
capaces de crear algoritmos nada triviales; el método exhibido tiene cierta
profundidad considerando la época en que fue concebido. Es un algoritmo en
que se usa el método iterativo. De tal idea se puede hallar un camino para

calcular una aproximacién, por ejemplo, de v/a? + b. En efecto, la aproxi-
.. a’>+b a; + by a’® + a?b b

macién a; = a conduce a by = y ag = = =a+ —.
a ) 2 - 2a 2a

Vemos que a; y as concuerdan con los dos primeros términos del desarrollo de

1
(a® 4+ b)? (segtin el “algoritmo de Newton”). Estas aproximaciones aparecen
en los textos de los antiguos babilonios. Asi,
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5 1 b
(a*+0)2 ~a+ %

Observemos que el sistema usado por los babilonios tiene dos simbolos
fundamentales: la cuna , con el valor numérico 1, y el gancho , con el valor
numeérico 10. Repitiendo estos sfmbolos se pueden escribir otros niimeros. Un
numero se escribe de izquierda a derecha, en la base 60, en la forma

N = a¢60° 4 a;60' + a260% + ...

En cuanto a las operaciones con nimeros, existian tablas de multipli-

cacion; asi la siguiente figura nos ilustra la multiplicacién por 9

Tabla de multiplicacion por 9 {
LY Yo
35 Q|
3 | W | 7
4 | Yy W | s
5 )YV'V « Wl o4
3 ‘VY“ ((( WYY 54
ki Y| e
8 VIVY) ; Y (W =
9 VYV'V‘V'? V| w
10’ ( T (| »
n | )y TV |
QI Y |
s Cm Vo | w
i | vy LA T e

Los babilonios también tenfan otras tablas numéricas, como la de los
cuadrados de niimeros enteros, de los cubos; tablas de raices cuadradas, tabla
de niimeros de la forma n3+n?; también consideraron calculos sobre tanto por
ciento, sobre divisién proporcional. Como observamos, los babilonios tenfan
una aritmética con aportes significativos.

(ii) El Algebra Babilénica.

Los babilonios podian resolver ecuaciones lineales y cuadraticas (por com-
pletacién del cuadrado o por substitucion). Adn podian resolver complicados
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sistemas, como por ejemplo

28+ 252 = (3,200,000)°
Ty = 1,200

Como es de suponer, los problemas algebraicos se enuncian y se resuel-
ven sin los recursos notacionales de la era moderna. Veamos algunos casos
concretos.

Ejemplo 1. Problema. “Conocer la longitud del lado de un cuadrado cuya
drea menos el lado es igual a 8707.
Esto equivale a resolver la ecuacién 22 — x = 870.

Solucién Babil6nica.

Trabajan en base 60. Toman la mitad de 1, que es 0;30. Luego realizan
la multiplicacién (0;30) (0;30), que es 0;15 (significa 0,15). Luego suman
(14;30 4 0; 15) = 14;30; 15. Pero, 14;30; 15 es el cuadrado de 29; 30. Final-
mente suman: 0; 30 y 29,30, lo que queda 30 como el lado del cuadrado. Esto
coincide con la solucién obtenida con los métodos actuales.

Muchos problemas contenidos en los textos babilénicos eran del tipo 23 4
22 = b, cuya solucién se basaba en la utilizacién de una tabla, en la que se
daban las combinaciones de la forma n3 +n? para 1 < n < 30. Por otro lado,
los babilonios podian resolver sistemas de ecuaciones de varios tipos, con dos
incognitas, que inclufan usualmente una ecuacién lineal y una ecuacién de
segundo grado.

Ejemplo 2. “He sumado el drea de mis dos cuadrados, lo que me da 21,15
y el lado de uno es mas pequeno que el lado del otro”.
Solucién.

Los datos corresponden a las ecuaciones

22 +y?=21,15 (a)
6
y= 7 L. (8)
La substitucién de () en («) da (en base 10),
36 85
4+ ==

49 4
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49
De esta manera, 22 = T Y=

21,15 en la base 60].

49 85
.[Setieney:3y1+9zz,quees

N | =3

Nota. Se ha encontrado un problema que contiene a las ecuaciones

cuya solucién lleva a una ecuacién de sexto grado, cuadrética en 3.

Los Triples Pitagéricos.

Los babilonios, mucho tiempo antes que Pitdgoras, estudiaron los llama-
dos “triples pitagdéricos”. Los enteros positivos z, y, 2 donde = e y son menores
que z, constituyen un triple pitagérico (z,y, 2) si: z,y, z son las longitudes
de los lados de un tridngulo rectdngulo < x? + 3% = 2.

En la tablilla Plimpton 322, los babilonios estuvieron interesados en
cierta clase de triples pitagéricos. Asi, (z,y, z) es llamado un “triple pitagori-
co” si longitud de o = 2uw, longitud de y = u? —v? y longitud de z = u?+v?,
donde u y v son enteros positivos relativamente primos, que tienen como
tnicos factores primos a 2,3 y 5 (que son precisamente los divisores primos
de 60, la escala babilénica). v y v se llaman los “nimeros generadores”.
Observemos que se tiene

(2uv)® + (u? — v2)2 = (v + '02)2 (+)
De esta manera, (56,90, 106) es un triple pitagérico con generadores u = 9

y v = 5, en tanto que (28,45,53) no es un triple pitagérico pues en este caso
u =7y v=2atn cuando u y v satisfacen (+).

Ecuaciones Algebraicas.

Los babilénicos tuvieron un buen conocimiento de la solucién de diversas
clases de ecuaciones, como son,

ar=b, *F+ar=>b 2°=a, 2°(x+1)=a.
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También conocieron sistemas de ecuaciones, como son
rty =a rty =a
xy =0 22 +y? =0b , entre otras.
Es ttil saber que los babilonios ya tenfan conocimiento de las férmulas:

a®> —b* = (a+b)(a—0)

(a+b)* = a®+ 2ab+ b2

Neugebauer encontré en una tablilla (300 A.C.), de la época del imperio
de Nabucodonosor, dos interesantes igualdades:

1424224+ ... 429=2242°—1

124224324+ ... +10% = {1 (1) +10(2ﬂ 55 = 385
. . .

Estas igualdades nos motivan preguntarnos: jconocian los babilonios a
las férmulas

no pntl
ZT]_ - Z] 2n+1 Zj:n(n+1)(j(2n+1)?

=0 j=1

Una respuesta afirmativa serfa algo admirable en una matemaética culti-
vada muchos siglos antes de Cristo.

Es oportuno remarcar que la tablilla (o tabla) Plimpton 322, ya menciona-
da anteriormente, es un documento de un gran valor histérico-matemaético;
ella estd en la Universidad de Columbia, en la coleccién G.A. Plimpton. El-
la fue escrita entre los anos 1900 y 1600 A.C. aproximadamente y fueron
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descritas por los cientificos Otto Neugebauer y A.J. Sachs en el ano 1945.

b

) 44 ,ljtf'p‘ﬂ'lfj
)y
/!»;:".J )

5.y
oo 4

Ejemplo 3. “Multiplicando el largo por el ancho he obtenido un drea de
600. He multiplicado por si misma la diferencia entre el largo y el ancho, y
ese resultado multiplicado por 9 da una superficie equivalente al cuadrado del
largo. scudles son el largo y el ancho?”

Solucién babilénica.

La raiz (cuadrada) de 9 es 3, toma 3 como el largo, entonces el ancho serd
2. El producto de 3 por 2 es 6. Divide 600 por 6, obtendras 100. La raiz de
100 es 10; como se tomé 3 para el largo, éste serd 10 por 3, es decir 30, y por
tanto el ancho serd 20.

Nota. El lector puede resolver este problema con la notacién moderna. De-
bera resolver el sistema

Ty = 600
9(x—y)? = 22

y observard que el método usado por los babilonios es mas simple en cédlculos
numéricos, de algin modo, a lo que hacemos actualmente.
También se ha encontrado un problema que consiste en determinar dos

nimeros conociendo el producto de ellos y su diferencia. Asi, se tiene: “se
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conoce el drea de un rectdngulo (= 375) y se sabe que el lado menor es
igual a 30 veces esa cana acortada de un codo (lo que significa, 5 unidades
menos que el doble del otro lado). Calcular la longitud de la cana y de
los lados”. Actualmente este problema se resuelve por métodos conocidos;
el proceso hecho en la tablilla no es muy claro. Sin embargo, todos estos
problemas exhibidos, y muchos otros, nos muestra lo avanzado que estuvieron
los babilonios en édlgebra, cuyas reglas también lo relacionaban con problemas
geométricos.

Como hemos mostrado anteriormente, los babilonios aprendieron a re-
solver sistemas de ecuaciones con varias variables; sabian resolver ecuaciones
cuadraticas completas (lo que fue descubierto por Neugebauer en 1930); re-
solvieron también ciertas ecuaciones ciibicas, para lo que usaban la tabla de
valores para nimeros de la forma n® + n?, n = 1,2, ...,30. Otra muestra de
los hébiles que fueron los babilonios en dlgebra es el hecho de que consider-
aron ecuaciones del tipo ax* + bx? = ¢ y az® + bx? = ¢, y atin mas, se dieron
cuenta de que esas ecuaciones pueden ser consideradas, la primera como una
ecuacion cuadrética en 22, y la segunda en z*.

(iii) Geometria Babilénica.

La geometria en Babilonia estd ain en la etapa de un conjunto de re-
glas para efectuar medidas précticas; asi, entre los afos 2000 a 1600 A.C.
va les era familiar algunas reglas generales para calcular: el drea de un rec-
tangulo, de un tridngulo rectdngulo, de un tridngulo isésceles; el drea de un
trapezoide teniendo un lado perpendicular a los lados paralelos; el volumen
de un paralelepipedo rectdngular, el volumen de un prisma recto con base
trapezoidal.

Sabfan que la circunferencia de un circulo era tres veces su didmetro; el
2

. , c .
drea del circulo lo calculaban con la férmula A = —, donde c es la longitud de
la circunferencia, y de donde se obtiene la “tosca” aproximaciéon © = 3. Mas
recientemente se ha descubierto una tablilla con una mejor aproximacion,
7 = 3—. Los babilonios sabian que el volumen de un cilindro circular recto era

el producto del drea de la base por su altura; incorrectamente determinaban
el volumen de un cono truncado multiplicando la altura por la semi-suma de
las dreas de las bases.
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En aquella época, los babilénicos sabian que los lados correspondientes
de dos tridngulos rectdngulos similares, son proporcionales; conocian que
la perpendicular bajada del vértice de un tridngulo isésceles, bisecta a la
base. Conocian también el teorema (;Tales?): “el dngulo inscrito en un semi-
circulo, es recto”. Como hemos mencionado, conocian al teorema de Pitdgo-
ras. Al respecto, en 1945, Neugebauer y Saks publican un trabajo en que de-
scifran una tablilla en donde aparecen enumerados los tridngulos rectdngulos
con lados racionales, es decir, los triples de nmimeros pitagéricos z2 + 3% = 2.
La reconstruccién del método de la eleccién de estos triples parecen conducir
a las férmulas, ya mencionadas,

T = 2uv, yqu—UQ, 2 = u? + 02
El citado trabajo estd relacionado a la tablilla Plimpton 322 ya mencionada
anteriormente.

En relacién a los triples de niimeros pitagoricos, la tabla de Plimpton
permite construir triples pitagéricos. Asi, (ver [EVE], pag 65) tenemos,

x Yy z u v
120 119 169 12 5
3456 3367 4825 |64 27
4800 4601 6649 |75 32
13500 12709 18541 | 125 54
72 65 97 9 4
360 319 481 20 9
2700 2291 3541 |54 25
960 799 1249 |32 15

En general, la geometria babilénica aiin no alcanza el nivel de una ciencia
organizada (lo que se alcanzaria en Grecia, varios siglos después); ella estd ori-
entada a medir figuras planas (motivadas por necesidades précticas); algunas
pocas mediciones tratan sobre sélidos. La informacion sobre la matematica
babilénica provienen fundamentalmente de cuatro tablillas: la de Yale, la de
Plimpton 322, la de Susa y de la tablilla de Tell Dhibayi. En la tablilla de
Yale existe un cuadrado como se muestra en la figura adjunta. El nimero
1;24,51,10 convertido al sistema decimal es 1.414212963, que es aproximada-
mente v/2. En tanto el nimero 42,25,35 es obtenido via la multiplicacién
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30 (1;24,51,10), es decir, la diagonal de un cuadrado de lado 30 es hallado
multiplicando 30 por una aproximacién de v/2.

30

1;24,)51,10
42)25,35

Tablilla de Yale

En la tablilla Susa existe un problema sobre un tridngulo isésceles con
lados 50,50 y 60. El problema consiste en encontrar el radio de una circun-
ferencia que pase por los tres vértices.

Tablilla de Susa

Veamos la solucién usando la metodologia actual. Sea el AABC y la
circunferencia circunscrita de centro O. Sea AD 1 BC. En el tridngulo rec-
tangulo ABD, por el teorema de Pitdgoras, tenemos AD? = AB? — BD?, de
donde AD = 40. Sea r el radio de la circunferencia. Asi, AO = OB =ry
OD = 40 — r. También, en el AOBD se tiene > = OD? + DB?, es decir,
2 = (40 — r)* 4 302, de donde 80r = 2500. Asi r = 31,25 (r = 31;15 en el
sistema sexagesimal).

Segin Eves, [EVE], la geometria babildnica se caracteriza por su caracter
algebraico; los problemas geométricos son llevados al lenguaje algebraico,
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muchas veces de un modo no-trivial. Asi, por ejemplo, en una tablilla de
Yale (£1600 A.C.) se discute los volumenes de troncos de pirdmides a los
cuales se les asocia el sistema

2(2*+y’) =4, z=ay+b, z=c

de donde surge una ecuacion ctibica general, ecuacién no trivial de resolver.

Debemos, también, a los babilonios la divisién de la circunferencia en
360 partes iguales; esto fue posiblemente influenciado por el progreso de la
astronomfa en la Antigua Babilonia.

1.1.4. La Matematica en el Antiguo Egipto.
(i) Algunos Datos.

Los antiguos egiptos tuvieron el sentimiento de que la matematica provenia
de una fuente divina. Las informaciones que se tienen sobre esta antiquisi-
ma cultura, en particular de su matemadtica, son obtenidas de un conjunto
de tablillas y de ciertos restos arqueoldgicos. Esta civilizacién surge, posi-
blemente, de la unién de pequenas comunidades que fueron evolucionando y
dieron origen a dos reinos, el Alto y el Bajo Egipto. Esto se produce en el
periodo promedio entre los anos 10,000 y 7,500; el escenario es la region del
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rio Nilo. Los griegos creyeron que la matemaética se originé en el lejano Egip-
to; Aristoteles pensé que tal surgimiento se debié a los sacerdotes pues ellos
eran una clase que disponfa del tiempo necesario para pensar en matematica.
Herodoto predicaba que la geometria aparecié en Egipto como consecuencia
de los continuos desbordes del rio Nilo. Ellos pensaron que los matemaéticos
eran descendientes de un reino divino.

La matemaética egipcia la conocemos gracias a dos tablillas muy impor-
tantes

Creta

e

Mar Mediterraneo

a9

Roseta

i
1/

v Ménfis

Alexandria ,*

. Ka;‘qfak
B Lg)‘cor
|

47 Tabal o
L1 cateraia
| ) (
Abu Simbel (Coloss‘m Ade-Ramsés-Il)- 4~ 7 ’\‘
| 2% Cafardta” v 7 ¢ 7 7 7% )
H ?

A P P \

\ 5 o
138 Catarata L/
Wieider

A

F 2 P X Fs i

Vw5 Dalarga .
A \ Mar

7 " : J \ Vermelho

\ A £ P v |

EGITO ANTIGO L
no seu auge, durante o reino ~A-7
do rei Tutmés Ill (1490-1439 a.C)) f

(entre otras) que son: el papiro de Rhind (1650 A.C.) y el papiro de Moscu
(£1850 A.C.). Ubiquemos a estas tablillas dentro del siguiente panorama
tiempo-espacio (ver [EVE], pag. 67, para otros detalles).

e 3100 A.C. De esta época es un cetro real egipcio (que estd en el museo
de Oxford) en donde se aprecian algunos grabados de niimeros muy
grandes (algunos llegan a las centenas de millar) y que posiblemente

tengan que ver con el nimero de soldados que disponian los egipcios
en una guerra.
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e 2600 A.C. Por esta época se construye la Gran Pirdmide de Gizé, lo

que significa el empleo de ideas mateméticas y de ingenierfa en tal
colosal construccion, la que contiene mas de dos millones de bloques de
piedras y fue realizada por unos cien mil trabajadores durante treinta
anos.

1850 A.C. A esta época pertenece el papiro de Moscu, un texto
matemdtico que contiene 25 problemas que ya eran antiguos cuando
fueron escritos; estamos en la época de Abraham. En 1893 este papiro
fue adquirido en Egipto por el coleccionista ruso Golenischev y ahora se
encuentra en el Museo de Bellas Artes de Moscu. Entre tales problemas,
el problema 10 contiene el primer ejemplo sobre la determinacion del
area de una superficie curva (se calcula el drea de la superficie lateral de
un semicilindro de altura igual al didmetro de la base). En el problema
14 se calcula correctamente el volumen de la pirdmide truncada de
base cuadrada. Posteriormente veremos este y otros problemas. A esta
época también corresponde el mas antiguo instrumento astronémico
que existe.

1650 A.C. Por esta época se escribi6 el papiro de Rhind (llamado asi
pues el papiro fue comprado en 1858 en Luxor por el abogado Henry
Rhind) cuyo autor es el escriba Ahmés; fue hallado en Tebas en 1855.
Este papiro es una coleccién de 84 problemas en donde se realizan op-

eraciones con fracciones; se calculan las dreas del rectdngulo, del tridn-
2

gulo, del trapecio y del circulo (establecieron que esta drea es §d ,d

es el didmetro, y que corresponde a la aproximacién m = 3,1605...). Asi
mismo, en este papiro se encuentran los volimenes del paralelepipe-
do, del cilindro; se calculan las dimensiones de la pirdmide. Contiene
también problemas sobre divisién proporcional; en la solucién de un
problema se encuentra la suma de una progresion geométrica. El pa-
piro de Rhind fue publicado en 1927. Remarcamos que su autor expreso

que este papiro es una copia de un texto mas antiguo (entre 2000-1800
A.C.).

1350 A.C. El papiro de Rollin fue elaborado por esta época y con-
tiene numeraciones sobre alimentos; se muestra la utilidad préactica de
algunos nimeros grandes.
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e 1167 A.C. Corresponde a la época en que fue escrito el papiro de

Harris; en donde se exhiben ejemplos de numeraciones préacticas.

(ii) Sistemas de Numeracién y Aritmética.

En el antiguo Egipto existieron, al menos, dos sistemas de numeracion: el
sistema jeroglifico y el sistema hieratico. El siguiente cuadro (ver [COL],
vol. I) nos muestra los nimeros del 1 al 9000 en ambos sistemas de nu-

meracion.

Cuadro de simbolos

para los niimeros de 1 a 9 000

N Jeroglificos . ﬂierélk'us N , Jevoglificos Hieriticos

! | | 100 2 /

2 1" u 200 990 >

3 (] Cow 300 999 2

4 (1) - 400 gg -

s W 9 500 090 s

8 it = o | 383 >

7 e - 700 ?s?s’ . 3
el = | | sa 5

% ki Lo 900 |7 §§§ o}

10 N A 1000, ? gy
n ] e A fam| o gr *

30 e A 3000 144 3

. an < e MR .

50 noao T 5000 f} %
R I R s
10 “annn e

L nAnn 3 7000 70 -hi .
elmm | el B

nAnn y
0 aa 2 s000 :fg}f 4

El sistema jeroglifico es un sistema de

base diez y que permite escribir

cualquier nimero, en donde los sfmbolos se pueden repetir de ser necesario.
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El simbolo

C> se us6 para representar fracciones con numerador 1.

111
Asi, % se escribe 1 11 1—10 en la forma m T
1 .
3 se escribe en la forma I I 6 también C ’

2
3 en la forma

El sistema hierdtico o sagrado (pues lo utilizaban los sacerdotes) es también
un sistema decimal pero el principio de repeticién del sistema jeroglifico es
reemplazado con la introduccién de algunos signos especiales. Asi, 36 en el

sistema jeroglifico se escribe nn : : : , en tanto en el sistema hierdtico
1

en la forma {d )t . En este sistema QO es substituido por e. Asi,

1 . . . o

3 se escribe en el sistema jeroglifico en la forma T , en tanto que en

el hieratico en la forma n

En cuanto a la aritmética, los egipcios tenfan la habilidad de multiplicar
y dividir por 2; asi mismo, calculaban los dos tercios de cualquier niimero, ya
sea entero o fraccionario. La multiplicacién de dos enteros se efectiia mediante
operaciones sucesivas de desdoblamiento, lo que depende de que cualquier
nimero se puede expresar como una suma de potencias de 2. Veamos algunos
ejemplos.

Ejemplo 1. Calcular 24 x 37.
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Solucién. 24 = 16 + 8 : Ahora calculamos muiltiplos de 37, en la forma

1 37
2 74
4 148
8 296
16 592
24 ]88
Conclusion: 24 x 37 = 888.
[ |
Ejemplo 2. Calcular 847 = 33.
Solucién. Como en el ejemplo 1,
1 33
2 66
4 132
8 264
16 528
25 825
Lo hecho motiva la descomposicién:
847 = 528 +319 =528 + 264 + 55
= bH28 + 264 + 33 + 22.
Luego, 847 + 33 da como cociente 25 y como residuo, 22.
[ |
Ej lo 3. Verifi 5 _ 1 + L
jemplo 3. Verificar que TS
Solucién.
3_1+1+1_1 1 2 1 1+2
10 10 10 10 20 20 10 20 20 10

B 1+ 1+4 _1+5_1+1
20 20 20/ N '
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Ahmes observé que:

11 1 1 1 11 1
=+ +—+=TF |+ +7

2 _ 1,1
5 575 15 15 15 5 15 \15 155
1

OOIH

15

De un modo general, respecto al ejemplo 3, en el papiro de Ahmés (Rhind)

se encuentra una tabla de descomposiciones de fracciones de la forma 1
n
con n < 50, en una suma de fracciones con numerador 1. Asi, se tiene

2__1+y 2_1+1. 2 1 1 1 2_1+_y
3 2 6 5 3 15 13 8 52 104" 15 10 30’
2 1+1+ 1 1. 2__1+ 1+_1_+1
20 24 58 174 232" 89 60 356 534 890
2 1 1 1 2 1 1

= 44— —=_4

97 56 679 ' 776" 99 66 198

Respecto a las anteriores descomposiciones y considerando factores pri-
mos en los denominadores, se tiene de un modo equivalente:

2__1+ 1 2_1+ 1 2—1+_ 1 N 1
3 2 2x3 5 3 3x5 13 2 22x13 23 x 13’
2 2 1 N 1

15 3x5 2x5 2x3x5’

2 1 N 1 N 1 N 1

29  23x3 2x29 2x3x29 23 x29’

2 1 N 1 N 1 N 1 _

89  22x3x5 22%x8) 2x3x8) 2x5x89

2 1 N 1 N I

97 2B xT7 Tx97 25x97

2 2 1 N 1
99 32x11 2x3x11 2x32x11°
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5 1 1 1 1
Ej ) ‘ 2 _ 2y -
jemplo 4. Verificar que 3= 1 + %6 + ) + E
Solucidn.
5 2+2+1_1+1+ 1+1+ N +1
13 13 13 13 8 52 104 8 13
_1+1+1+1
426 52 137
[ ]

En el papiro de Rhind existe un problema que nos da la regla para cal-
cular los dos tercios de cualquier fraccién unitaria impar (significa que el

denominador es impar). Concretamente, “calcular los 3 de una fraccién im-

par”. < Si se te dice: “Qué es 3 de? Haces 2 veces el denominador, y 6 veces

2
su denominador; 3 de la fraccion, es esto >

2 1
Ejemplo 5. Calcular los 3 de 3

2
Solucién. Aplicando la anterior regla, tenemos — de —

3

2 1
Ejemplo 6. Hallar los 3 de 3

1 1 1 1 4 1
Solucién. — de — = = i =

398716 18 48 48 12

1
Ejemplo 7. Hallar 3 de 3.

+1 2
18 \ 9/

2 1
Solucién. El autor del papiro calcula primero los — de 3, luego calcula 3 de

3 para obtener el resultado. Si 1 es el “todo”, se tiene el esquema

1 3

7

WD

W |



32

1
Luego, 3 de 3 =1.

1
Ejemplo 8. Hallar 3 de 1+

1
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1
"

Solucién. Segin la regla dada en el ejemplo 7, tenemos en este caso

Wl N

W

1 1
de 1+ -+~

L
uego, 51

1

2
Ejemplo 9. Hallar 3 de 16 +

Solucién. En el papiro, la solucién consta sélo de dos lineas,

11
16+ — + —= + =

56

2 1
10—|—§+—+

2+

1+ 1 n 1
56 679 776

1

679 776

Ly
1358 4074

1
1164

84
|

Para comprender mejor las operaciones efectuadas, y de un modo general,

se tiene la:
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2
Regla de la fraccién 3 ([COLJ, vol. I). <Los dos tercios de cualquier

fraccién impar (o par) es igual a 2 veces el denominador de la fraccién mas
6 veces el denominador de la fracciéon>> .

1
De esta regla se obtiene la: Regla de la fraccién 3 <El tercio de

cualquier fraccién impar (o par) es igual a 4 veces el denominador de la
fraccién mas 12 veces el denominador de la fraccién>> .

Nota. Los egipcios empleaban fracciones con numeradores unitarios, con ex-

) 2 1 1 ., 2 . .
cepcion g; pero sabian que 3=3 + 6 La fraccién —, en escritura jeroglifica

se representa con i i , Vv en escritura hierdtica con }

2
Los egipcios elaboraron una tabla para nimeros de la forma —, con n

n
impar y n = 3,5, ..., 101. Segun Collette ([COL], vol. I, pag. 51), R.J. Gillings
(en 1972) opina que los escribas egipcios posiblemente tuvieron las siguientes

2 2 2
reglas respecto al problema (no fécil) de reducir las fracciones FREIREETTI a

: . . 2 :
partir de reglas conocidas en relacién con 3 Se tiene,

< 1. De todas las igualdades posibles, se aceptan aquellas que poseen el
menor nimero de fracciones, pero ninguna fraccién debe tener un de-
nominador mayor que 1000.

2. Se prefiere una igualdad de dos términos a una de tres, y una igual-
dad de tres términos a una de cuatro; de mas de cuatro términos es
inadmisible.

3. Las fracciones unitarias se colocan por orden decreciente sin que se
repitan nunca.

4. La primera fracciéon es la menor posible, pero se aceptard una frac-
cién ligeramente superior si esto permite reducir considerablemente la
iltima fraccion.

5. Las fracciones pares se prefieren, en general, a las impares.>>
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Ejemplo 10. Expresar 2 + 45.

Solucién. Segin Collete, = tiene siete descomposiciones con dos términos;

ciento treinta y cuatro tienen tres términos, y mil ochocientos veinte y seis
tienen cuatro términos. Por el precepto 2, se prefiere a las descomposiciones
con dos términos que son:

@M 1 n 1 (i1) 1 L 1 (iid) 1 i 1 . 1 1
1) —+ — i) —+ — i) — + —= —
24 360’ 25 2257 27 1257

1 1 " 1 1 1
(v) 35 T 63 (vi) 36 60" (vil) =+ =

45 45

En base a los cinco preceptos dados, se hace el siguiente descarte. Se
eliminan (ii), (iii), (v) y (vii) pues contienen nimeros impares en los denom-
inadores. Descartamos (i) por tener 360 en el denominador. Ahora, jcuél
elegir, (iv) o (vi)?... El escriba elige (iv), jcudl fue su argumento?...

1 1
C 1 2+45 = — 4+ —
onclusion: 30 + 90"

|
Ejemplo 11. Determinar 2 + 49.
21
Solucién. 07 Segiin Ahmés,
2_1+1_ n +1—1+1+1+1
7T 7T 7T 14 14 7 28 28 14 7
= 1+ + 1
- 28 7
Luego,
549 — 1+1 1_1+1_1+1
28 4)°'7 196 28 28 196
[ |

Veamos algunos ejemplos que nos ilustran como multiplicaban y dividian
los egiptos con fracciones unitarias. (Ver [COL], vol. I).

1

1 1
Ej lo 12. Calcular el 144+ - x =4+ —.
jemplo Calcular el producto 1 + 5 + 1 X 5 + 71
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Solucién. Discutamos el siguiente esquema

—_

N —

I,
(0¢]
at
D

. 1 T 1 1T 1T 1 1 1 1 1 1

L 1+1+1><1+ =1
R IS SV

Nota. El escriba conocia que:

1+1+1 1
14 28 56 &

Ejemplo 13. Calcular la division 9 < 13. (Ver ejemplo 1).

35

Solucién. En la divisién, el método de desdoblamiento se invierte; es el
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divisor el que debe ser doblado sucesivamente. Asi tenemos el esquema

1 13
2 / 2
— = » S —
3 3
1
1 41
3 3
1 1
39 3
— % —
2. 9
3 39
De esta manera
9;13:2+i
) 3 39

Nota. Diversos problemas encontrados en el papiro de Ahmes nos indica que
los egipcios conocian, de algiin modo, la “regla de tres”.

(iii) Algebra en Egipto.

Muchos de los 110 problemas contenidos en los papiros de Rhind y de
Mosci son de cardcter practico, relacionados a la vida cotidiana. Ellos gen-
eralmente se resuelven via la aritmética o utilizando ecuaciones lineales de la
forma

r+ar=>b, v+axr+cxr=>.

A la incégnita “z” la llamaban <aha> 6 <h>. Existen problemas de pro-
porcionalidad, de regla de tres, de reparticién proporcional; existen cuestiones
que llevan a progresiones aritméticas y geométricas. En diversos casos se usa
el método de la “falsa posicion”.

Ejemplo 1. Resolver x + g = 30.

Solucioén.
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Se asume z = 5; luego, z+2 = 6. Desde que (5) (6) = 30, el valor correcto

de x fue encontrado multiplicando (5) (5) = 25. Asi, z = 25.
|

Ejemplo 2. [Una progresién aritmétical. Distribuir 100 hogazas de pan

entre 5 personas de manera que — del total de las tres primeras sea igual al

total de las dos wltimas. ;Cudl es la diferencia?
Solucién. Sean las personas Py, P>, P3, Py y Ps. Por hipétesis

1

- (Pt Pot Py) = Pit P,

Supongamos que P; tenga 1 hogaza de pan, y sea 5% la diferencia (o razén
aritmética). Entonces tendremos

P1 P2 P3 P4 P5

T l
1 63 12 173 23

En este caso, la suma de las hogazas de pan es 60. Quisiéramos que la

suma sea 100. Falta 40 panes, que es los = de 60. Entonces, a cada término

de la anterior distribucién agregémosle sus 3" Se tendrs,

IS - T T 1 Ps

L T
R U L

3 6 6 3

La suma de estas cantidades es 100, como se desea.
|

Nota. Observemos que Ahmés usa la “regla de falsa suposicién” en la solu-

1
cién del problema del ejemplo 2; asi, él escoge la diferencia comin d = <5 5)

y realiza un argumento aritmético.

En el papiro de Ahmés (Rhind) existen problemas que implican variables
desconocidas, comparables a las actuales ecuaciones lineales con una incég-
nita. Las soluciones de tales problemas eran mas aritméticas que algebraicas,
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como hemos visto en los anteriores ejemplos 1 y 2; los problemas eran es-
tablecidos verbalmente y las soluciones se obtenfan sin explicacién alguna;
aln no existia un método general. Por ejemplo, el problema 31 en el citado

papiro dice: “Una cantidad, sus su su su todo, es 33”. En nuestro

57 57 ?7
actual lenguaje algebraico esto se traduce con la ecuacién

2 T
T+ -+ - +x=33
3 2 7
Los egipcios usan argumentos aritméticos para resolver esta ecuacion.

El problema 63, en el mismo papiro, contiene la siguiente cuestion: “dis-
2

1
tribuir 700 panes entre cuatro personas, 3 para una, 3 para la segunda, 3

1
para la tercera y 1 para la cuarta”.
En nuestro lenguaje tenemos

2 r T X

2111 toda. 1 11
-, —,—,—;estoda, 1-—.
3727374 ' 24
. 11 11 11
Divida 1 por 151; esto da, 511" Ahora encuentre 511 de 700. Esto da 400”.
Los egipcios solo consideraron ecuaciones de segundo grado del tipo sim-

ple, ax? = b, atin cuando también existen sistemas de la forma 2% + y? =

Histéricamente, Ahmés procede como sigue. “Agrege

3
100, y = le’ pero al eliminar la variable y se reduce al tipo anterior.

Como hemos observado, el dlgebra en Egipto no empleé casi simbolo
alguno, al menos como concebimos al dlgebra actualmente. La adicién la

representaron con el simbolo _A y la substraccion con N

La raiz cuadrada se denotaba con |

Un ejemplo que actualmente conduce a un sistema de grado superior a 1
surge de la cuestion: “descomponer una figura cuya drea es de 100 unidades,

en dos cuadrados cuyos lados estdn en la razén 1 a Z”' La solucién egipcia de

este problema usa el método de falsa posicién al admitir que los cuadrados

. . 3 25
tienen lados de longitudes 1 y e este caso su suma es 16’ que es a su vez
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5
cuadrado de — (acd usan el signo ). Como el lado del cuadrado suma debe
5
ser 10, es decir, 8 veces mayor que 15 obtiene la solucién final (7) (en esta

3
parte el papiro estd mutilado): 8-1=8 y 8- 1= 6.
[ |

A esta altura puede surgir la pregunta: jexisti6 el dlgebra en el antiguo
Egipto?; pero, jqué es el dlgebra? Sobre estas y otras cuestiones se ha de-
batido en el siglo XX. Posiblemente, en el contexto actual, si hubo dlgebra
en Egipto ella estaba atin en su estado inicial.

(iv) La Geometria Egipcia.

Muchos de los problemas contenidos en los papiros de Mosci y de Rhind
conciernen a la geometria; hay 26 problemas geométricos, los que hacen ref-
erencia a férmulas de medicién y que son necesarias para evaluar dreas de
figuras planas, asi como ciertos volimenes. El drea del tridngulo isésceles
se obtiene multiplicando la mitad de la base por la altura. Sabian calcular

el volumen de cilindros y prismas. El drea del circulo lo calculaban con la
2

8
féormula 9 didmetro

El estudio de la Gran Piramide nos lleva a muchas conclusiones sobre la
geometria en Egipto. El drea de un cuadrilatero arbitrario, con lados sucesivos
de longitudes a, b, ¢ y d lo determinaban con la férmula incorrecta

(a+c)(b+d)
A:f.

Los egipcios conocian y usaban la regla: “la razon entre el drea de un circulo
y su circunferencia es la misma que entre el drea del cuadrado circunscrito
al circulo y su perimetro”.

En el papiro de Mosct existe un interesante resultado geométrico, que es
el siguiente

Problema 14. [2600 A.C.] “Calcular el volumen de la pirdmide truncada,
de base cuadrada con lado a, con cuadrado superior de lado b, y altura h”.
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Solucién. Los egipcios usaron la férmula

h(a® + ab+ b?)

V:
3

., Cémo obtuvieron los egipcios tal férmula? ... Por otro lado, si b = 0 se
obtiene el volumen de la pirdmide completa.

En relacién al problema 14 y a la férmula mencionada ahi, se tiene la
sentencia:

“Si se os dice: una pirdmide truncada de h = 6 y de base 4 y 2; debeis

tomar el cuadrado de 4 que es 16, después doblar 4 para obtener 8, tomar el
cuadrado de 2 que es 4, sumar 16, 8 y 4 para obtener 28; calcular 3 de 6 que

es 2, multiplicar 28 por 2, que da 56”.
Lo dicho describe nitidamente a la férmula

V:%h(a2+ab+b2).

Esta férmula es genuina en la matemética egipcia; no dieron su demostracion
y es curioso pensar que en ella estd la idea del célculo integral; tal resultado es
un caso de extraordinaria induccién; por algo la citada férmula esta relaciona-
da a la “gran pirdmide egipcia”’. Es oportuno remarcar que la matemética
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egipcia, y la de los babilonios, no es empirica del todo atin cuando tampoco
es una matemadtica organizada en demostraciones; habrd que esperar unos
siglos para que llegue a este nivel. Existe una gran extensién y diversidad
en los problemas que se estudiaron con éxito, a pesar de su cierto grado de
empirismo. Es sorprendente que con métodos empiricos se puedan descubrir
resultados matematicos de gran valor formal.

La mayorfa de los problemas geométricos encontrados en los papiros de
Rhind y de Moscu estdn relacionados con medidas para calcular dreas de
terrenos y volimenes de graneros. Algunas investigaciones revelan que los
egipcios posiblemente conocfan que el drea de un tridngulo es dado por la
mitad del producto de la base por la altura. Ain se vislumbra la idea de
la cotangente cuando tratan al dngulo diedro entre la base y la cara de la
pirdmide. No hay evidencia de que los egiptos hubieran conocido al teorema
de Pitdgoras pero de que si conocian que cuando los lados de un tridngulo
miden 3,4 y 5 entonces se trata de un tridngulo rectdngulo, lo que conocian
muy bien los babilonios.

Respecto al “misterioso” nimero 7, se tiene el siguiente argumento. Sea
un cuadrado cuyo lado mide 9 unidades. Se construye un octégono de modo
que el drea de cada uno de los tridngulos isésceles de las esquinas es 4%. Asi,
el drea del cuadrado es 81 y drea del octéogono=éarea del cuadrado-suma de
las dreas de los citados tridngulos= 81 — 18 = 63.

ZER
N4

Consideremos ahora el drea del circulo inscrito en el cuadrado dado. Se
observa que el drea del octégono difiere poco del drea del circulo. Luego, (con-

siderando r = 5) 7r? ~ 63, esto es, Vi 63, de donde m = 3% (~3,111...).

Dos figuras dibujadas en las paredes de una habitacién, donde se encuen-
tra la tumba de Seti I, son similares pero de distintos tamanos lo que nos in-
duce a pensar que los egipcios tuvieron alguna idea sobre la proporcionalidad
y la semejanza entre figuras geométricas. Por otro lado, no existe mucha infor-
macién sobre las propiedades geométricas de las pirdmides de base cuadrada.




42 CAPITULO 1. LA MATEMATICA EN LA ANTIGUEDAD

Como hemos visto sabfan calcular el volumen de una pirdmide, y también
la pendiente de los lados. Usaron la palabra “seqt” para expresar la razén
entre la base horizontal y la altura en una pirdmide. Los egipcios calcularon
los “seqts” de diversas pirdamides rectas. El valor de la “seqt” era un dato
importante para los constructores de pirdmides.

COMENTARIOS 1.1.

1. El conocer la historia de la evolucion de las ideas matematicas, desde
los tiempos remotos es algo que enriquece al pensamiento moderno.
Estamos en una época que busca conocer el pasado con la ayuda de
nuevas tecnologias; por ejemplo, se estd investigando sobre la vida de
los dinosaurios en base a nuevos descubrimientos arqueolégicos; posi-
blemente esto deba ayudar a comprender la evolucién de la vida en
nuestro planeta. De igual modo, el descubrimiento de nuevos posibles
documentos matemaéticos de la Antiguedad va a contribuir a conocer
mejor la evolucién de nuestra ciencia, con proyecciones a los tiempos
mas modernos.

Un objetivo de la Historia de la Matematica es enriquecer y motivar
la visién que tengamos sobre como nacieron las diferentes teorfas exis-
tentes, desde las mas primitivas, luego las empiricas y finalmente como
una ciencia formal, en donde el rigor del pensamiento es una de sus car-
acterfsticas. Es sorprendente que antes de la Era Cristiana ya existiera
una matemaética con las caracteristicas béasicas de la matematica con-
tempordnea. Debemos ser concientes de esa realidad histérica y debe
ser parte de la cultura de toda persona amante de la matemaética.

En aquellos lejanos tiempos se usaba el rigor légico del pensamiento,
complementado de una belleza intrinseca en donde también existen
diversas aplicaciones, muy ingeniosas y que contribuyeron a conocer
mejor al mundo fisico.

2. Un hecho caracteristico de las antiguas culturas es que ellas estaban lig-
adas a grandes rios, y en general al mar Mediterrdneo. Esto fue esencial
para las comunicaciones entre las diferentes comunidades de entonces,
y por tanto para intercambiar las culturas existentes. Posiblemente el
conocimiento matematico de Babilonia y de Egipto fue exportado a



1.1. MATEMATICA PRE-GRIEGA. 43

otros pueblos, y que muchos interesados viajaran a tales lugares en
busca del conocimiento matematico.

3. Los nidmeros primos, ya conocidos en la Antiguedad, fueron parte de
la matemdtica antigua. Asi, los egipcios posiblemente conocian que

AL b e esto se ded an - o= L Ly
- = = — — e esto se e ce € COonocla —_— = = —
5 271 207 Hee que conodan 745 = 5 Ty
1 4 171 1 a

— vy — = - + — + —. La idea general es expresar — como una
40 © 15 6. 12 60 ) )
suma de fracciones unitarias; para ello es suficiente examinar el caso

cuando b es un nimero primo (solo divisible por la unidad y el mismo).
Los primeros nimeros primos son: 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, ...
Los antiguos conocieron a estos niimeros, inclusive se conjetura de que
sabfan diferenciar entre un nimero primo y un nimero compuesto.
Como veremos en la proxima seccién, los griegos fueron capaces de
probar que el nimero de (nimeros) primos es infinito.

4. Es interesante observar, a través de los documentos histéricos encon-
trados, el esfuerzo del hombre por encontrar simbolos apropiados para
representar la idea de cantidad, la idea de niimero. Los simbolos usados
por las distintas culturas (de las que solo hemos visto dos, la babilénica
y la egipcia) evolucionaron en el tiempo hasta llegar a la forma actual
de representar a los mimeros. Es oportuno mencionar que los antiguos
peruanos, a través de los quipus, tuvieron su propia forma de repre-
sentar a los nimeros; llegaron a nimeros muy grandes.

5. En otra oportunidad presentaremos a otras antiquisimas culturas, como
son la China y la India. La matemaética le debe significativos aportes
hechos por los matematicos de tales culturas, a las cuales hay que agre-
gar a la matematica cultivada en el antiguo Japén. Un estudio integral
de la matemadtica cultivada en estas tres regiones es algo atrayente por
la riqueza de ideas y resultados que manejaron, y que (creemos) son
pocos conocidos en nuestro pais, y posiblemente en otros paises veci-
nos. También hay que mencionar a la matematica ardbiga; los drabes
hicieron notables contribuciones, en particular al dlgebra; ademas, a el-
los les debemos mucho de la informacién que se tiene de la matemética
antigua.

6. Respecto a la matemdtica babilénica existen algunas tablillas (de Yale),
de alrededor 1600 A.C., en donde se encuentran diversos problemas no-
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resueltos, que implican ecuaciones simultdneas y que llevan a ecuaciones
bi-cuadréticas. Algunas son,

ry = 600, 150 (z —y) — (z+y)* = —1000;

b2 2
ry = a, T Y rd-o.
Y T

. Existen ciertas evidencias de que los babilonios llegaron a conocer al-

gunas férmulas notables. Ya hemos planteado la interrogante si ellos
conocieron las férmulas,

,r,n+1 _

Ny 1 N, nn+1)(2n+1) I 2\ .
J = —— 2 = = - - .
Z; r—1 7 ;? 6 3+3”;;]

Ciertas investigaciones (de Neugebauer) llevan a la conclusién de que
los babilonios habrfan conocido a la férmula

para varios valores de n.

. ([EVE]). Remarcamos el caracter algebraico de los problemas geométri-

cos en la antigua Babilonia. En una tablilla, de mas o menos 1800 A.C.,
se encuentra el siguiente problema: “un drea A, que consiste de la suma
de dos cuadrados, es 1000. El lado de uno de los cuadrados es 10 menos

de que los = del lado del otro cuadrado. ;Cudles son los lados del

cuadrado?”.

Otro problema afirma: “un trapecio isésceles de bases 14 y 50, y de
lados 30 tiene drea 12.48”. Es interesante indagar por la férmula que
estaban usando.

Atn, los antiguos babilonios nos dicen: “un cateto de un tridngulo rec-
tangulo es 50. Una paralela al otro cateto y a una distancia 20 de
ella, corta al tridngulo formando un trapecio rectangulo de drea 5,20.
Determine las longitudes de las bases del trapecio”.
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9. ([EVE]). En el papiro de Rhind se encuentran los siguientes problemas:

(a)

(b)

“Si le preguntan lo que es 3 de 5 tome el doble y el séxtuple; eso

es 3 de él. Se debe proceder asi para cualquier otra fraccién”.

1 1
su — y su —, sumados, valen 33. ;Cuél es

“U tidad, sus -,
na cantida sus 3 5 7

la cantidad?”.

EJERCICIOS 1.1.

1. Reflexione sobre las siguientes situaciones hipotéticas.

()
(b)

. La matemadtica surge con la aparicién del hombre?, ; pueden haber
situaciones matemaéticas sin el hombre?

Supongamos que atin no surge el hombre en la Tierra; por azar dos
delgadas ramas se cruzan al caer al suelo, ;existe ahi, ya, la idea
de dngulo?, la propiedad que dos dngulos opuestos por el vértice
son congruentes, jya existia?, jes cuestion que la mente humana
la extraiga para que recien tenga “vida” esa propiedad?

En un planeta de un lejano sistema planetario existe cierto tipo
de vida inteligente; esos seres al ver la redondez de su “sol”, ;qué
sensacién geométrica podrian tener?; si dos palos se cruzan, jqué
podrian inducir?. La matemdtica, ;es patrimonio de la mente del
hombre?; y si la Tierra evolucionara de modo que surja otro tipo
de vida, superior a la inteligencia del hombre, ;jcomo serfa la
matematica que surja de estos nuevos seres?

2. Mencione algunas evidencias ambientales o de experiencias locales que
puedan haber sugerido o motivado algunas ideas matemaéticas al hom-
bre de la pre-historia.

3. (Cuales serfan sus comentarios respecto a los simbolos usados por los
babilonios y los egipcios para representar a los nimeros?; ;cudl de ellos,
usted considera mejor?

4. jExiste alguna correspondencia entre el nivel cultural de una comu-
nidad humana y el nivel de la matematica que poseen?
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10

11.

12.

13.

14.

15.
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. Via la lectura de otros textos (ver Bibliografia), redacte un breve in-

forme sobre los perfodos que tiene la Historia de la Matematica segin
Kolmogoérov.

.Cudl es su opinién sobre la conjetura de que ciertos animales tienen
alguna idea de niimero?; ;tiene usted algunas evidencias de ello?

Porqué se tiene poca informacién sobre la matemdtica en la pre-
historia?

. Redacte un estudio critico sobre la matemadtica en Babilonia y en Egip-

to.

. Via su intuicién, jcudles serfan las primeras figuras geométricas, tanto

planas como sélidos, que surgieron en la mente del hombre en sus inicios
como ser pensante?.

., Cudles podrian ser las motivaciones para el surgimiento de la geometria
empirica? Seguin su criterio, jhabria alguna mas importante que las
otras?

Mencione algunos resultados matematicos conocidos en la Antiguedad
y que segin opinién sean importantes, tanto en su contenido tedrico
como de sus aplicaciones.

En relacién al ejercicio 10, jqué significa etimolégicamente la palabra

) » &4 g g P
“geometria”’?; jtiene tal palabra alguna relacién con el surgimiento de
la geometria?

La astronomia es una ciencia que desde sus origenes estuvo relacionada
con la matemaética. Via la consulta de otros libros, redacte una breve
evolucién de la astronomia en la Antiguedad.

Usando la tabla numérica de los babilonios, escriba los niimeros:
14, 25, 62, 86, 401 y 920
Segun los egipcios,

(a) calcule 26 x 3 'y 753 + 26;
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b) resuelva x + - 24;
( 7

(c) calcule: 424 x 137 y 1043 + 28;

2
(d) exprese o3 COmo una suma de fracciones unitarias.

16. Interprete y resuelva, al estilo egipcio: “Una dada superficie de 100
unidades de drea serd representada como la suma de dos cuadrados

3
cuyos lados estdan en la relacién 1 : Z”.
17. [Babilonia).

(a) (1,800 A.C.) Encontrar el radio x de la circunferencia circunscrita
al tridngulo isésceles ABC sabiendo que AB = 60 y que AC' =
BC' = 50. (Los babilonios ya conocian al “Teorema de Pitdgoras”).

G

'
o

Segin una tablilla, se sabe que AB = 30, drea de ABED—érea de
DEC =420,y que CD — DA = 20. Calcular DE, CD y DA.

18. (Egipto)
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En el papiro de Rhind repetidamente el drea de un circulo es

tomada igual a la de un cuadrado de lado igual a g del didmetro.

LA qué valor de 7 lleva tal argumento?

Pruebe que de todos los tridngulos que tienen un par de lados
dados, el mayor es aquel en que esos lados son perpendiculares.

Denote las longitudes de los lados AB, BC, CD y DA de un
cuadrildtero por a, b, ¢ y d, y sea K el drea del cuadrildtero.

Pruebe que

K < ad—2|—bc.

La igualdad vale si y solo si los dngulos A y C' son rectos.

19. (a)Una tabla babilénica da los valores de n® 4+ n? paran = 1,2, ..., 30.
Haga tal tabla paran = 1,2, ..., 10.

(b)

()

Encuentre, por medio de la anterior tabla, una raiz de la ecuacién
cibica
2 + 22° — 3136 = 0.

Un problema babilénico cuya data es aproximadamente de 1800
A.C. parece pedir una solucién del sistema de ecuaciones xyz +
7

Ty = 6’ Yy = gx, z = 12x. Resuelva este sistema usando la tabla
de (a).
. . . 2 2 3
20. (Egipto)Resolver el sistema de ecuaciones z* + y* = 100, y = Zx

21. Obtenga la férmula egipcia para el volumen del tronco de pirdmide
cuadrada, de una manera algebraica, a partir de la conocida férmula
del volumen de una pirdmide utilizando proporciones que se demuestran
en geometria elemental.

. Piensa usted que los egipcios pudieron haber obtenido su férmula de
esta manera? Redacte sus argumentos.

2 1

22. Explique porqué los egipcios prefirieron la descomposicién =10 +
lad L., 2 1 n 1
— mposicion — = — + —.
30 2 la descomposicién - = - + o1
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Considera usted que los egipcios conocieron la férmula para calcular el
area del circulo. ; Porqué?

2
Pruebe que si n es un multiplo de 3, entonces — puede descomponerse

en suma de dos fracciones unitarias, una de las cuales es la mitad de
1

n
(Babilonia antigua)El drea de dos cuadrados juntos es 1000 y el lado de

uno de ellos es 10 unidades menos que los 3 del lado del otro. Calcular

los lados de los dos cuadrados.

Recordemos que en la tabla Plimpton 322 (ver (iii) Geometria Babil6ni-
ca para la tabla respectiva) los egipcios exhibieron un buen nimero de
triples pitagéricos. Comprobar que los pardmetros u = 9 y v = 4 llevan
a los valores de la linea 5 en la mencionada tabla.

(Egipto) Comprobar las igualdades:

w2 1,1,
Y976 18

2 1 1 1
T TR
@2 L 1
57 T 38 114

(Egipto) Calcular:

(a) 121 + 16;
(b) 2+ 51;
(c) 12+ 13.

(Egipto) Efectuar:

1
x_

2
(a> g X 167

SN

1 1 1
b) 14+ -+ - 24 -+ -.
(b) +3—l—5>< +2+5
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30. Si m es un entero positivo, pruebe que puede ser escrito como

dm + 3
la suma de tres distintas fracciones unitarias. (Egipto).

31. Use el método babilénico para calcular las cinco primeras aproxima-
ciones de /3.

32. Redacte un breve estudio comparativo sobre la matematica en Babilo-
nia y en Egipto, remarcando las analogfas y las diferencias que usted
encuentre. (Sugerencia: leer algunos textos que aparecen en la bibli-
ograffa; por ejemplo, [BOY], [COL] vol. I, [EVE], entre otros.)

33. (Papiro de Moscu). Resolver:

3
(a) El drea de un recténgulo es 12, y el ancho es 1 del largo, jcuédles

son las dimensiones?

(b) Un cateto de un tridngulo rectdangulo es 2% veces el otro, el drea
es 20, jcudles son las dimensiones?.

1.2. MATEMATICA GRIEGA.

1.2.1. Surgimiento de la Cultura Griega. Tales de Mile-
to.

Luego de las culturas Egipcias y Babilénica, el poder de los Persas cedié
el paso a un nuevo pueblo, los Griegos, quienes vinieron del Asia y se es-
tablecieron en la Hélade y en las costas e islas del mar Egeo. Este pueblo
evolucion6 extraordinariamente y formaron una civilizaciéon que iluminé a la
humanidad por varios siglos, y de alguna manera, su influencia es reconocida
en los tiempos actuales. Estamos entre los sigos XII, VII, VI antes de Cristo;
luego de algunas guerras, las civilizaciones caldea, egipcia, y en general el
antiguo oriente, dieron origen a una fusién que constituy6 la ci-vilizacién gr-
iega. Las mas grandes personalidades de la ciencia helénica se nutrieron del
conocimiento de las legendarias cunas del Oriente, en parti-cular de Egip-
to, a donde fueron a estudiar diversas dreas del conocimiento; en particular,
de la matemadtica aprendieron la geometria y la aritmética, asi como los
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conocimientos astronémicos que los egipcios habian acumulado por siglos.

Roma

. Siracusa
Eléia

. Crotona
. Tarento

Elis

. Cirene

~ooswhn= O

A " P L
Mediterrdnec Oriental nos tempos classicos

8.

9,
10.
11.
12.
13.
14.

Atenas
Estagira
Abdera
Delos
Quio
Samos
Pérgamo

15. Mileto

16. Bizancio
17. Rodes
18. Cnido

19. Perga

20. Alexandria
21. Siena

51

En el siglo VII A.C., Mileto era una de las mas florecientes ciudades
jonicas de la Antigua Grecia. En esta ciudad nacié la matemética griega.
Otras ciudades que tuvieron también gran desarrollo fueron: Samos, Chios,
Focea, Téos, Rodes, Egina, entre otros. Los Helenos se informaron, a través de
los egipcios, de la historia de los mas remotos tiempos, lo que seguramente fue
una valiosa documentacion en sus propios desarrollos. Entre los historiadores
helénicos se destaca Herodoto (484 - 425 A.C.). El periodo promedio de
tres siglos, desde el nacimiento de la matemaética griega en Mileto hasta el
surgimiento de Euclides (30 A.C.) es lo que se conoce como el “Periodo de la
Matematica Pre-Euclideana”. De esta Escuela Joénica, el primer matemaético

griego fue Tales de Mileto.

Tales de Mileto (;640-5507 A.C.).
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Debemos a Eudemo, un discipulo de Aristételes, la historia mas antigua
de la matemadtica griega (siglo IV A.C.); su obra se perdi6 pero la conocemos
por un escrito de Proclo en el siglo VI D.C. En ella se cita a Tales de Mileto
como el fundador de la geometria griega. Los datos sobre las fechas de su
nacimiento y muerte son un tanto inciertos; las fechas dadas arriba son apro-
ximaciones asumidas por diferentes autores. Tales en sus inicios fue un sagaz
negociante y un buen politico; estando en Egipto estudia geometria y as-
tronomfia; al regresar a Mileto, luego de un tiempo, se dedica exclusivamente
a la astronomfa, a la matemadtica y a las reflexiones filoséficas.

Aristételes identificé a Tales como el primer pensador y fundador de la
filosofia natural; fue un cientifico con un pensamiento universal pues hizo
aportes esenciales a la filosofia, historia, ciencia, ingenierfa, astronomia, ge-
ograffa y sobre todo a la matemadtica. Fue un audaz pensador que se ade-
lanté a su tiempo. Su vida de sabio estd adornada de diversas anécdotas.
Tales funda la mas antigua escuela filoséfica, la Escuela Jonica, y llega a ser
famoso en el mundo heleno sobre todo por su predicciéon de un eclipse de
Sol, el que ocurrié aproximadamente el 28 de Mayo de 585 A.C. Se debe a
Tales el traslado de la geometria egipcia a Grecia y del desarrollo de esta
disciplina como una ciencia. Segin Proclo, Laercio y Plutarco, se atribuye a
Tales el descubrimiento y la demostracion de algunas proposiciones aisladas
sobre paralelas, tridngulos y propiedades de la circunferencia. Posiblemente
sea la primera vez en la historia de la matematica en que dan demostraciones
rigurosas de los enunciados mateméticos.

Su obra Matematica.

Recordemos que los antiguos egipcios desarrollaron una habilidad préctica
para medir las tierras luego de las inundaciones del Nilo; este fenémeno fisico
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fue descrito por Herodoto. Muchisimos anos después, Tales en sus viajes al
viejo Egipto heredé y aplic6 muchas de esas reglas préacticas a las que él
puso su genio e ingenio para obtener nuevos resultados, los mismos que los
demostré con un rigor matemdtico digno de admiracién en la actualidad.
Por ello Tales es considerado el primer matemaético de la historia de nuestra
ciencia.

.... . Sol Rayoxs"n.‘
" ™. del Sol ™.,

Piramide

Sombra

Estando en Egipto, Tales calculé la altura de la pirdmide de Keops via
una ingeniosa idea de semejanza de tridngulos; aproveché la sombra que la
pirdmide producia en un determinado momento, aquel en que la longitud de
la sombra sea igual a la de la pirdmide; en este momento los rayos del Sol
tienen una inclinacién de 45°.

A

Mas explicitamente, Tales conocia la longitud BE; esper6 el momento en
que la longitud de la sombra BC' de BE fuera igual a la longitud de BE.
En ese instante la longitud de AO, la longitud de la altura de la pirdmide,
es igual a la longitud de OC, que es conocida pues la parte OD se puede
medir externamente y la parte DC' es medible. Se afirma que el Rey Amasis
quedé maravillado de la genialidad de este cientifico que ordené el mayor de
los respetos a Tales por parte de la corte.

Por los trabajos histéricos de Proclo, se atribuye a Tales los siguientes
resultados geométricos:

(a). “Los tridngulos equidngulos tienen sus lados proporcionales”
(Euclides VI.4); este teorema lo aplicé Tales para determinar la altura
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(b).

(c).

(d).

(e).
().

(8)-
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de la pirdmide de Keops conociendo las dimensiones de su sombra,
aunque existen dudas de que Tales conociera el llamado precisamente
“Teorema de Tales”.

“El angulo inscrito en una semi-circunferencia es un angulo
recto” (Euclides I11.31); este resultado es considerado como el mas no-
table de sus trabajos geométricos. Asi, Tales serfa el primer matemaético
en inscribir un tridngulo rectdngulo en una semi-circunferencia. Aristéte-
les quedo intrigado por este resultado; en uno de sus trabajos se pregun-
t6: jporqué el dngulo en una semi-circunferencia siempre es un angulo
recto?

“Cuando dos rectas se cortan, los angulos opuestos por el
vértice son iguales” (Euclides 1.15). Proclo manifiesta que Eudemo
atribuye a Tales el descubrimiento de este resultado pero fue Euclides
el primero en demostrarlo.

“Si un triangulo tiene dos angulos iguales a dos dngulos de
otro tridngulo, y un lado de uno igual a un lado del otro,
entonces tendran también iguales los otros dos lados que se co-
rresponden, asi como también el tercer angulo” (Euclides 1.26).
Segin Eudemo, Tales habria empleado este resultado para determinar
la posicién de un navio en el mar.

“El didmetro divide a la circunferencia en dos partes iguales”.

“Son iguales entre si los angulos de la base de cualquier trian-
gulo isésceles” (Euclides 1.5).

“La suma de los dngulos en un tridngulo es igual a dos dngulos
rectos”.

En base a lo conocido por Tales, la demostracién de (b) seria hecha en
la forma siguiente. Segun el gréfico tenemos que AAOB es is6sceles, luego
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£ ABO = LBAO = «; similarmente, L OAC = LOCA = j3.

Por tanto en el tridngulo ABC' se tiene:
2 dngulos rectos =a+ 4+ (a+ ) =2(a+p),

de donde,
un dngulo recto = a+ = ABAC.

Tales fue uno de los primeros filésofos que razoné con una mentalidad
matematica; usaba la razén. ;De qué estd hecho el universo?; segin él, la
tierra estaba sobre el agua.

Afirmé que “todo es agua’; asi su punto de vista es que el agua era el
elemento bésico de la realidad fisica, el principio de todas las cosas. Posi-
blemente esta afirmacién la heredé de su conocimiento sobre la mitologfia
oriental o capaz, segiin otros historiadores, por su aguda observaciéon de su
entorno fisico. Tales fue un filésofo que explicaba las cosas via un razon-
amiento l6gico; él no recurre a argumentos religiosos ni de la mitologia. Los
fenémenos fisicos tienen una causa fisica (el agua, segtin él). Fue un constante
viajero por el mundo de entonces, algunas veces como comerciante, otras por
motivos de estudios. Estos viajes dieron a Tales mucha visién para elaborar
sus propias concepciones. Por su sabiduria fue considerado miembro de los
legendarios Siete Hombres Sabios. Como tal, fue un hombre distraido y se le
atribuye algunas anécdotas, de las que citamos dos.

e Sus contempordneos le criticaron que siendo un hombre inteligente no
haya ganado mucho dinero. Tales, molesto por estas criticas se propuso
hacerse rico haciendo uso de su razon; consiguié controlar el precio de la
aceituna en el momento adecuado y de esta manera tuvo el control de la
cosecha obteniendo una buena ganancia en una sola cosecha. Habiendo
demostrado que si podia ganar dinero con su talento, dej6 los negocios
para dedicarse a la matematica y a sus reflexiones filoséficas.
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e (Cierta noche vagaba por el campo, sumido en sus pensamientos as-
tronémicos, y al andar no se di6é cuenta de un charco de agua, al que
cay6. Una anciana al acudir en su ayuda, al reconocerlo le dijo: “en-
tonces tu quieres hablar sobre las estrellas y no sabes lo que pasa bajo
tus pies”.

Como hemos mencionado, con Tales se inicia una Escuela filoséfica y una
manera razonada de estudiar a la matemadtica; si bien las obras atribuidas
a ¢él, algunos dudan de su veracidad, es con los griegos de su época que se
inicia un perfodo glorioso de investigaciéon cientifica, en donde Tales debe
haber tenido una contribucién importante. Sus alumnos, sin embargo, no
se ocuparon de la matemdtica pura, mas si a las aplicaciones, a la fisica
y a la astronomia; esto perduré hasta cerca del ano 400 A.C. Entre sus
sucesores mencionemos a Mamerco (un notable gedmetra), a Anaximandro
(611-545 A.C.), a Anaximenes (540-480 A.C.), quien consideraba al aire como
el principio de las cosas. Para Anaximandro lo era la materia.

En la isla de Samos surgirfa un personaje que, junto con su Escuela,
contribuirfa al engrandecimiento del pensamiento matematico y filoséfico de
los griegos. Su nombre es, Pitdgoras.

1.2.2. Pitagoras y su Escuela.
(i)Aspectos Generales.

La figura de Pitdgoras se confunde entre la realidad y lo mitico; es con-
siderado un semidios. Sobre su personalidad y su obra se ha escrito mucho;
sabemos de ello por los escritos de Herodoto en el siglo V A.C., de Di6genes
Laercio y Porfirio en el siglo III A.C., entre otros. Nacié en la isla de Samos,
muy cerca a Mileto. El ano de su nacimiento no estd bien definido, asi, Er-
atéstenes senala al ano 600 A.C., en tanto que Aristoxeno al ano 570 A.C.
Su padre fue un rico comerciante que posiblemente brindaria a su hijo las
condiciones favorables para el estudio. Se afirma que Pitdgoras viajé por el
mundo de entonces; estuvo en Egipto, en Fenicia y en Babilonia, en donde
beberfa los conocimientos de tan celebradas civilizaciones. Regresa a Samos
en donde estuvo un tiempo, para luego viajar al sur de Italia.

Se afirma que Pitdgoras visité a Tales en Mileto, algo que seguramente
influyé mucho en su vocacién y produccién matematica. Sus viajes al oriente,
en especial a Egipto y a Babilonia, debe haber sido de mucho estimulo en
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la madurez de su pensamiento filoséfico-matematico. Estando en la Magna
Grecia, al sur de Italia, mas concretamente en Crotona funda una secta de
cardcter mistico y religioso. Los integrantes de esta agrupacién vivian juntos y
seguian estrictas reglas de vida. Pitdgoras, se afirma, ofrecié grandes discursos
en Crotona que encerraban recomendaciones morales sobre la conducta del
hombre y que entusiasmé a los pobladores no solo de Crotona si no de Italia
en general despertando una gran admiracién por el afamado filésofo.

En la Escuela de Pitagoras, una especie de academia, se estudiaba filosofia,
matemadticas y ciencias naturales.

Dada la complejidad de muchos de los temas que se estudiaban, hubo
una divisién en dos clases de miembros: los matematicos (que eran los cono-
cedores) y los acusméticos (que eran los oidores). A los primeros, Pitdgoras
les revelaba los conocimientos cientificos que posefa, y los segundos parti-
cipaban de las creencias y de los conocimientos, sin que tengan que conocer
profundamente los temas que enseniaba el maestro.

Segin Van der Waerden, los pitagdricos mateméticos desarrollaron las
teorfas y el pensamiento del maestro por mucho tiempo, entre los anos 530
y 360 A.C., y se destacan cinco generaciones que son:

e Primera Generacion, 530-500, Pitagoras.
e Segunda Generacién, 520-480, Hipaso de Metaponto, Alcmeon.

e Tercera Generacion, 480-430, conjunto de matemédticos anénimos.
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e Cuarta Generacion, 440-400, Filolao, Teodoro.

e Quinta Generacién, 400-360, Arquitas de Tarento.

Aristételes se refiere a los mateméticos de la tercera generacion con mucha
admiracion, ya que se les atribuye la fundacién de una matemaética rigurosa
y madura, que posefa una exactitud admirable en sus argumentos. De un
modo general, los pitagéricos estaban interesados en investigar la armonia
del cosmos. Para Pitdgoras y sus seguidores, el universo es un cosmos, un
todo ordenado, con mucha armonifa. Los nimeros, las figuras y las notas
musicales son ideas bdsicas en tal armonfa césmica. Para los pitagdéricos, el
nimero entero era la base de la filosoffa que predicaban; “todo es nimero”
era una sentencia fundamental en la escuela pitagérica. Afirmaban que “el
que llega a comprender la armonia en términos de niimeros se vuelve divino
e inmortal”.

Debido a que el conocimiento que Pitdgoras confiaba a los matematicos
debfa conservarse en estricto secreto, y que los acusmaéticos custodiaban tal
secreto, no se conoce con exactitud cuales fueron efectivamente los aportes
de Pitagoras y de los pitagéricos en general.

Hay historiadores que sostienen que con Pitdgoras realmente nace la
matemdtica formal, en que se prueban las afirmaciones, inclusive se les atribuyen
descubrimientos dados a Tales.

Los pitagoricos debfan cumplir un juramento que les prohibia revelar los
descubrimientos de la Escuela. Ellos usaron al pentdgono estrellado como una
senal de alianza entre ellos. Se narra la siguiente historia de un pitagérico que
enfermo y pobre, muere en una desconocida posada. < Cierta noche de hace
500 anos antes de Cristo, un viajero llegaba a una casa de hospedaje de la
Antigua Grecia; el viajero, que era pobre y desdichado, se sintié mal durante
la noche; el dueno de casa traté de aliviarlo sin conseguirlo. El enfermo, al
presentir su muerte, le pidié una losa sobre la cual, con su mano trémula,
trazé un pentdgono estrellado; devolvié la losa a manera de pago y le pidié
que la ponga en la puerta de su casa. Luego murié. Después de un tiempo,
un viajero que pasaba por el lugar descubrio la senal, indagé su origen y
en compensacion a la bondad del dueno de la posada, le entregé una buena
cantidad de dinero.>>

Pitdgoras murié en Metaponto en el ano 500 A.C., posiblemente de modo
violento. A su muerte, y por cerca de tres siglos, sus discipulos difundieron la
doctrina filoséfica y la matemdtica hecha en la Escuela; los alumnos siempre
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mantuvieron un gran respeto y admiracién por el Maestro. A la desapari-
cién fisica de éste, la Escuela Itédlica fue dirigida por Hipaso, quien revelé
por primera vez los elevados conocimientos de la Escuela como, por ejem-
plo, la inscripcién del dodecaedro en la esfera, asi como el descubrimiento
de los nimeros irracionales por Filolao, quien en su obra expone la doctrina
pitagérica. A fines del siglo V, a Hipaso le sucede Arquitas de Tarento (entre
430-365 A.C.), quien tuvo entre sus discipulos a Platén y fue un estadista-
filésofo que tuvo gran influencia en su época. Existieron muchos otros cientifi-
cos notables quienes tuvieron directa o indirectamente influencia de Pitagoras
y de los pitagoricos, como fueron: Hipécrates, Zenén, Demdcrito de Abdera,
Anaxdgoras (500-428), quien fué el ultimo representante de la Escuela Jéni-
ca, ... Asi se va construyendo el camino hacia los grandes progresos de la
matemadtica en las Escuelas atenienses.

Pitdgoras dividia la ciencia matemética en cuatro partes: la aritmética,
la misica, la geometria y la astronomia, lo que se llamé el “quadrivium” y
que fue adoptado por Platén. La teorfa de nimeros, que fue estudiada sub-
stancialmente por los pitagoéricos, fue diferenciada en la Aritmética (estudio
abstracto de los nimeros) y en la Logistica (el arte de calcular). Por otro lado,
a Pitdgoras se le atribuye que elevo la geometria a la categorfa de dignidad
moral de una ciencia. Para este afamado filésofo, el “espacio” es un ente
continuo e ilimitado. Estudiando las propiedades de los niimeros en relacion
con la geometria, los pitagodricos llegaron a las grandezas inconmensurables.
Pitagoras, segin algunos investigadores de su obra, tuvo la idea de que la
Tierra es redonda, como una esfera que gira en torno de un eje que pasa por
su centro. Afirmaba también que el Sol era una esfera, asi como la Luna;
opinaba que las estrellas eran soles que iluminaban a astros habitados. Las
ideas astronémicas de Pitagoras, y de los pitagéricos, fueron continuados por
los siglos siguientes y en este camino esté el surgimiento de la trigonometria.

A continuacién presentamos algunos aspectos matemséiticos de la Escuela
Pitagérica, fundamentalmente sobre la teoria de nimeros y sobre geometria.
En realidad, es dificil separar ambos campos por la estrecha relaciéon que los
pitagéricos encontraron en tales dreas matemaéticas.

(ii) Teoria de Numeros.

La teoria de nimeros se inicia con los trabajos de los pitagéricos; estos
estudios fueron muy importantes en la evolucién de la matematica pues lo
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hecho ya tiene las caracteristicas de una matemaética pura. Para los pitagori-
cos, los nimeros constituyen la materia misma de los objetos. Veamos. El
nimero 1 es indivisible e inmutable que satisface 1 x 1 =1.2=1+1. El 3
es interpretado como la imagen del tridngulo y el 4 es la imagen del sélido
y representa la materia compuesta con los cuatro elementos bésicos: fuego,
aire, tierra y agua. Si se observa la distribucién 1,2,3,4,5,6,7,8,9, se obser-
va que el nimero 5 es la media aritmética de los pares equidistantes de 5. El
nimero 6 tiene la siguiente interesante propiedad:

6=1x2x3=142+3,

y por ello se llama un nimero perfecto. Si consideramos la primera década
de nimeros, del 1 al 10, vemos que 7 es el tinico niimero que no es divisor ni
miiltiplo de ninguno de los otros niimeros.

“Todo es nimero” fue una frase esencial para los pitagoricos; el nimero
10 era considerado un nimero divino; ellos conocian la divisién de nimeros
pares e impares, asi como la de primos y compuestos.

Se atribuye a los pitagoricos el descubrimiento de algunos nimeros espe-
ciales, como son,

e dos nimeros son amigos si cada uno es la suma de los divisores del
otro. Por ejemplo, 284 y 220 son nimeros amigos pues

220=14+2+4+4+ 71 + 142

28d=1+24+4+5+410+ 11+ 20 + 22 4 44 + 55 + 110.
Los nimeros amigos fueron relacionados con la astrologfa y con la bru-

jerfa.

e Un nidmero es llamado perfecto si es la suma de sus divisores propios;
6=1+2+3.

e Un nimero es llamado deficiente si es mayor que la suma de sus
divisores propios; 8 > 1 + 2 4 4; es llamado abundante si tal suma es
mayor que el nimero; 12 < 1+ 2+ 3+ 4 + 6.

A Nicémaco le debemos cuatro niimeros perfectos: 6, 28, 496 y 8128.
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También le debemos el siguiente resultado “si la suma 1+2+4224... 42" =
p es un nimero primo, entonces 2"p es un nimero perfecto”. Se afirma que
Pitdgoras conocia este resultado.

Los pitagoricos encontraron una curiosa relacién entre los nimeros y
la geometria; es lo que se conoce como ‘“representacién geométrica de los
nimeros”. De un modo general, construyeron los nmimeros poligonales. Comen-
zamos con los nimeros triangulares.

Aﬁ&&

1 1+2 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+4+5

Como observamos, estos niimeros triangulares forman precisamente trian-
gulos y representan geometricamente la suma de los niimeros naturales, y
algebraicamente se tiene:

1
1+2+3+...+(n—1)+n:@.

Luego tenemos a los nimeros cuadrados,
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También a los nimeros pentagonales,

. Q

1 5 12 22

De un modo general se tiene a los niimeros poligonales, que fueron
conocidos por Nicomaco, que representan geometricamente progresiones a-
ritméticas, cuyo primer término es 1 y la razén es un nidmero arbitrario.

4) (5
interesante observar que via estos nimeros geométricos se obtienen algunas

interesantes relaciones, cuyas pruebas se pueden visualizar facilmente. Asi
tenemos ([DUN.1]),

Asi, el nimero triangular que corresponde a n = 4 es

Teorema 1. Cualquier nimero cuadrado es la suma de dos nimeros tridn-
qulares sucesivos.

Teorema 2. El nimero n-pentagonal es igual a n mas el triple de (n — 1)
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%

Teorema 3. La suma de cualquier nimero de enteros impares consecutivos,
comenzando con 1, es un cuadrado perfecto. Asi:

numeros tridngulares.

Observemos la ingeniosidad de los pitagéricos para establecer estas, y
otras, propiedades de los nimeros desde una visualizacién geométrica. Es
notable la simplicidad de como se puede comprobar tales teoremas.

A los pitagdricos le debemos (o se les atribuye) también el estudio de la
teorfa de las proporciones y de las progresiones. Las proporciones fueron
investigadas antes del descubrimiento de la inconmensurabilidad de lineas
correspondientes a cantidades irracionales. Pitdgoras y sus discipulos, con-
sideran las proporciones solo para magnitudes conmensurables. Probable-
mente se debe a Pitdgoras la siguiente definicién sobre proporcionalidad, la
que aparece en los Elementos de Euclides (definicién 20, Libro VII): “Los
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nimeros son proporcionales si el primero es el mismo multiplo, o la misma
parte, o las mismas partes del segundo que el tercero del cuarto”.
Los pitagéricos estudiaron a las proporciones: aritmética a — b = b — c,

a a—b a
geométrica ;=2 la arménica 2 = —, de donde se obtienen: la media
c —c c
. . L ) . 2ab
arftmética , la media geométrica vab y la media armoénica s En
a

la Antiguedad se llegé a establecer algunas relaciones entre la muisica y la
matemadtica; este estudio se inici6 con los egipcios, los babilonios y los caldeos,
y fue continuado por los pitagéricos quienes recurrieron a una cuerda vibrante
tensa en sus extremos, a la que hicieron vibrar; de esta manera se produce
un sonido con un cierto tono. Si solo se hiciera vibrar la mitad de la cuerda,

. . 2
el tono aumenta un octavo; si se vibra los 3 de la cuerda, el tono estard —

mas de lo producido al inicio. Asi, los pitagéricos construyeron las escalas
musicales. La relacién entre la porcién vibrante de la cuerda y la cuerda
entera fue expresada usando razones. Se dice que cuatro ntimeros forman
una progresiéon musical cuando estdn entre si como

2ab a+b b
a: > :
a-+b 2 ’

proporcién conocida por los babilonios y que fue llevada a Grecia por Pita-

goras. Por ejemplo, los niimeros 6,8,9 y 12 forman una progresién musical
pues

(. 2(0)(12) 6+12

6+2 2

12,

lo que es equivalente a 6 : 8 :: 9 : 12 (cierto ya que 1= Z)

Volvamos a los nimeros poligonales: triangulares, cuadrados, pentago-
nales, ... Ellos son llamados también “ndmeros figurativos” y pueden ser
establecidos formalmente en la forma siguiente. Sea m un entero positivo y
t un entero no-negativo; se define al mimero natural, (m + 2) —poligonal,

via:
2

m +t.

Entonces, si m = 1 se tienen los nimeros 3—poligonales o nimeros tri-
2

angulares 1. + t. Luego, si t = 0, se obtiene al nimero triangular 0; si

t = 1, al ndmero triangular 1; si ¢ = 2, al triangular 3, y asi sucesivamente.
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Si m = 2, se obtienen los nimeros cuadrados 0,1,4,9,16,...; y si m = 3,
se obtienen a los niimeros pentagonales 0,1,5,12,22, ... Y asi sucesivamente.

Magnitudes Inconmensurables.

Por la tablilla Plimpton 322, ya los babilonios conocfan al “teorema de
Pitagoras” pero fue Pitdgoras o los pitagéricos quienes dieron la primera
demostracion del teorema. En la Antiguedad se estudié al siguiente proble-
ma: “encontrar enteros a, b, ¢ los cuales representan los catetos y la hipotenusa
de un tridngulo recténgulo”. La terna (a, b, ¢) se llama un “triple pitagéri-
co”. Por Plimpton 322 sabemos que los antiguos babilonios conocian como
calcular tales triples. Los pitagoéricos conocieron la férmula

2, m?—1\> m?+1\>
m =
2 2

para m impar, y también a la férmula

(2m)* + (m? — 1)2 = (m*+ 1)2

para m impar o par. Sin embargo, ninguna de tales férmulas producen todos
los triples pitagéricos. En los Elementos de Euclides se encuentra una solucion
completa de este problema.

Por el Teorema de Pitdgoras se llega al siguiente crucial problema: “es-
tudiar la razon entre la diagonal de un cuadrado con uno de sus lados”. Por
simplicidad, consideremos un cuadrado de lado con longitud 1; entonces por
el Teorema de Pitagoras, la diagonal mide v/2. {Es v/2 conmensurable con 17
Segtin el historiador Proclo, los pitagéricos llegaron a la idea de un nimero
irracional. v/2 puede ser ubicado en la recta (ver figura adjunta); sin embargo,
v/2 no es un nimero racional.

1

0 I 2

. . m
En efecto, supongamos que v/2 fuera un nimero racional, es decir, v/2 = e

donde m y n son primos entre si. Entonces, m? = 2n?; luego, m? es par y
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., m . . L. .
también lo es m. Como — es irreducible, n serfa impar. Pero, si m es par,
n

m? es divisible por 4 y por tanto n? es divisible por 2, y asi n serfa par.

Conclusién: si v/2 fuera un nimero racional, n serfa a la vez par e impar.
Luego, v/2 es un ndmero irracional ,

Una prueba geométrica de la irracionalidad de v/2 es como sigue.

Vamos a probar que un lado y la diagonal son inconmensurables. Supon-
gamos lo contrario, es decir, que fueran conmensurables, lo que significa que
existe un segmento C'P tal que CA y C'B, del cuadrado ABC D, son ambos
multiplos enteros de C'P. Sobre AC, sea C; tal que AC} = C'B y tracemos
ClBl tal que OlBl 1 CA. Entonces, BlB = B101 = CCI

D C
of ' P
Bl

y B

Luego, CB; = CB — CC; y CCy son conmensurables con respecto a C'P.
Pero, C'B; y C'C'; son una diagonal y un lado de un cuadrado de dimensiones
menores que la mitad de aquellos del cuadrado original.

Repitiendo este proceso, podemos obtener finalmente un cuadrado cuya
diagonal C'B,, y lado C'C,, son conmensurables con respecto a CP y CB,, <
CP, lo que es un absurdo. Por lo tanto, v/2 es irracional.

[ |

Esta prueba, por reduccién al absurdo (atribuida a Aristételes), causéd
una crisis en la teorfa de las proporciones de los pitagéricos debido a que
tal teoria se fundamentaba en la conmensurabilidad de las magnitudes ge-
ométricas. En este escenario aparece la gran obra matemadtica de Eudoxo,
quien substituye la antigua teorfa por una nueva. Segin Platén, el pitagérico
Teodoro de Cirene (450 A.C.) probé que los nimeros v/3, v/5,v/7,...,v/17
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son inconmensurables con la unidad. Como comprenderemos, todos estos re-
sultados, y otros, junto con sus respectivas demostraciones, nos indican el
gran nivel matemaético alcanzado por los antiguos griegos.

Ntiimeros Perfectos. Hemos dicho que un nimero es perfecto si el es igual
a la suma de sus divisores propios; por ejemplo, 28 es un niimero perfecto ya
que

28=14+2+4+7+14.

Los pitagéricos estuvieron interesados en estudiar este tipo de niimeros.
Es claro que todo nimero perfecto es amigo consigo mismo. Si o (n) denota la
suma de todos los divisores de un entero positivo n (incluyendo n), entonces
n es un nimero perfecto si y solo si o (n) = 2n. En el cason = 28, ¢ (28) =
2 (28). Euclides, en el Libro IX, probé la

Proposicién 36. IX. Todo nimero entero positivo de la forma
n=2""1(2m 1)
es un nimero perfecto si 2™ — 1 es un niumero primo.

Nota. Este resultado fue probablemente descubierto por los pitagéricos.

Prueba. ([ANG-LAM)])
Por hipétesis, p = 2™ — 1 es primo, luego los divisores de 2n = 2"p 6
n = 2""1p son:
1,2,22, ...,2m7  p 2p 2%p, ..., 2" Ip.

Luego, la suma de los divisores de n = 2™~ (2™ — 1) es:

on) = 14+24+22+ . +2" 4 p+2p+2%p+ .. +2"1p
= (14+p)+2(1+p)+2°(1+p)+...+2" (1 +p)
= 2+22+..+2" ") (1+p)
= 2"-1(1+p)=2"-1)2"=2(2"-1)2" -1 =2p2™"!
2n.

Por tanto, n = 2™~ (2™ — 1) es un mimero perfecto.
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Nota. Si 2™ — 1 es primo, entonces m es primo, ya que si m = xy, con
x> 1, y > 1, entonces

27 — 1= (2" — 1) [(2°) "+ (29) P+ .+ 27+ 1],

donde los dos factores son mayores que 1. Sin embargo, respecto al reciproco,
si m = 11 (un nimero primo) se tiene que 2™~! no es un nimero primo ya
que 2" — 1 = 2047 = (23) (89) .

Definicién. Los nimeros primos de la forma 2™ — 1 se llaman primos
Mersenne en honor al Padre Marin Mersenne (1588-1648), quién establecié

que los ocho primeros nimeros perfectos son encontrados con m = 2,3,5,7,
13,17,19 y 31.

(iii) Algebra Pitagérica.

El descubrimiento de la irracionalidad de v/2, por parte de los pitagéri-
cos, trajo muchas consecuencias interesantes. Por ejemplo ([BEK]), ;Cémo
duplicar un drea? Platén narra el siguiente didlogo:

“ Socrates senala un dibujo de un cuadrado que tiene de lado 2 pies (con
area 4 pies cuadrados), y pide al esclavo de Menon que le muestre un
cuadrado con el doble de drea-8 pies cuadrados”. El dice: “Muéstreme
exactamente el lado de este cuadrado. Si no puede decirmelo con niimeros,
muéstreme entonces la longitud en el dibujo”.

El esclavo propone enseguida uno con el lado de 4 pies por consiguiente el
doble del lado. Cuando Sécrates dibuja la figura (1), el esclavo se da cuenta
que esta drea serd 4 veces mds grande, y corrige la proposiciéon a uno con el
lado de 3 pies.

Sécrates dibuja la figura (2) que muestra que este cuadrado también es
demasiado grande - 9 pies cuadrados.

Al final Sécrates propone la figura (3).”

(D ) 3)
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Observe que el lado del cuadrado construido mide v/8, y el drea del cuadra-
do serd 8, como se pide.

Asi se tiene el problema de resolver la ecuaciéon x?> = 8. En el lenguaje
de los antiguos griegos, la longitud del lado del cuadrado no es un niimero
racional. Desde que la idea de nimero irracional no estaba bien puesta, el
problema dado, de duplicar un drea, llevé a una situacion critica. Esta inter-
pretacién geométrica de un nimero “irracional” los condujo a geometrizar
algunas identidades algebraicas. En el Libro II de los Elementos de Euclides
tenemos algunos resultados al respecto.

Proposiciéon 4. “Si una linea recta es dividida en dos partes cualquiera, el
cuadrado de la linea total es igual a la suma de los cuadrados de las dos
partes junto con el doble del rectdngulo contenido por las dos partes”.

a b

a b

Prueba. Segtn el grafico adjunto, se tiene la identidad
(a+b)* = a® + 2ab + b*.

|
Proposicion 5. “Si una linea recta es dividida en partes iguales, y también
en partes desiquales, el rectangulo contenido por las partes desiguales, junto
con el cuadrado sobre la linea entre los puntos de seccion, es igual al cuadrado
sobre la mitad de la linea”.

Interpretacion.
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Sea AB la linea recta (segmento) dada, la que es dividida en partes iguales
por P, y en partes desiguales por (). Entonces, la proposicién 5 dice:

(AQ) (@B) + (PQ)* = (PB)*.

P O B
G o Fl L
C E i

Prueba. Se tiene que PCDB y QF LB son cuadrados. Entonces,

(AQ) (QB) + (PQ)> = AGFQ+ HCEF = AGHP + PHFQ + HCEF
PHLB + PHFQ + HCEF
PHLB+ FEDL + HCEF

= (PB)*.

Casos Particulares.
e Si AQ = 2a y QB = 2b, entonces

4ab+ (a — b)* = (a +b)*.

e Si AB =2ay PQ = b, entonces

(a+b)(a—b) = a*— V>

La proposicion 5 estd relacionada al siguiente argumento. Los pitagéricos
estudiaron la solucién geométrica de la ecuacién de segundo grado 2 + px +
q = 0, en los casos en que hay raices reales. Estos casos corresponden a las
ecuaciones

() *4pr=gq;
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(B) ?=pr+gq ;

() pr=a"+gq .

Caso (). La estrategia consiste en construir sobre el segmento dado AQ =
p un rectdngulo AGLB igual a una drea dada ¢, y tal que la diferencia
entre él y el rectdngulo de base AQ y de la misma altura sea un cuadrado
QFLB = 22 (asi, QB = z). Siendo P el punto medio de AQ, el cuadrado
PCDB resuelve el problema, tomando B en la prolongaciéon de AQ); esta
transformacién geométrica corresponde a la solucién algebraica

2 2

14 P x
42 P 2 0 B
=il o I

q X
G L
H (Ej F o
2 2

Caso (). Observemos que se tiene 22 — pr = ¢, un caso andlogo a («);
ahora hay que tomar z = AB y proceder como antes en («). Segun la figura
adjunta, observamos que si al drea del cuadrado de lado x le quitamos el
area del rectangulo AQQ' A’ igual a pz, nos queda exactamente el drea del
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rectangulo ABLG, que es q.

A
=
\

A P 0 B
A
q
G
H F|L
X
C g D
A 4
A' 0'

< X >

Caso (7). Se considera el punto B entre A y @, y a la transformacién ge-
ométrica le corresponde la solucién algebraica

px—xQZQZ(E)Q—(Z—Q—xY
2 2 .

p

donde se tiene AQ = p, PQ = 2 AGLB =q y QBLF =2*> (z = BQ).
= p >
2
y P 2 "Bx 0O
2
X
q I X
G F
P" B'
X I
P o'
B
E D C
< &2 >
2

2 2
Observemos que (g) es el drea del cuadrado PQQ P'; (g — m) es el
area del cuadrado PP"B’'B. Luego,

(5) - (G-2) =e(5-2)+o(5) or—s*=0
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£-s
H 2 A x D
X X x2 X,
K 3 C
p 2
Pl 25
. @
G F E

Ejemplo. [Mohammed ibn Musa Alkhwarizmi (830 D.C.)].
Resolver 2% + 10z = 39
Solucion.
Sea AD que representa z; construyamos el cuadrado ABC'D y prolongue-

mos DA hasta AH =5 <: g) y DC hasta CE = 5.

Sea el cuadrado HGED vy los recténgulos AHK B y BFEC. Observemos
que
2? + 102 = 2% + 2 (52) = 39.

Pero, drea cuadrado KGF B = 25, entonces: drea cuadrado HGED seré
igual a 39 + 25 = 64, luego el lado del cuadrado mide 8, que excede en 5 al
valor incégnita x; asi, x = 3.

(iv) Geometria Pitagoérica.

Acabamos de ver los ingeniosos métodos geométricos para representar
ciertas identidades, asi como la representacion geométrica de nimeros y la
solucién geométrica de ecuaciones algebraicas. Se debe a los pitagdéricos gran
parte de esos resultados, asi como los siguientes.
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La suma de los tres dangulos de un tridngulo es igual a dos
angulos rectos.

Se conjetura, como hemos visto antes, que Tales descubrié el teorema
que afirma: “todo dngulo inscrito en un semi-circulo, es un dngulo rec-
to”; este resultado pudo haberle sugerido que en un tridngulo rectangulo
la suma de los tres dngulos es igual a dos rectos. El paso al caso general
fue atribuido a los pitagéricos por Eudemus. La interesante idea es la
siguiente. Sea AABC' un tridngulo arbitrario. A través de A, sea DE
paralela a BC, luego los angulos alternos £ FAC'y £ AC'B son iguales.
Similarmente, los dngulos alternos K DAB y L ABC son iguales. Luego,
la suma de los dngulos ABC y ACB es igual a la suma de los dngu-
los DAB y FAC. Agreguemos a cada suma el dngulo BAC luego, la
suma de los tres éngulos ABC, ACB y BAC, es igual a la suma de los
dngulos DAB, BAC y CAFE, que es igual a dos rectos.

D 4 B

B C

Posiblemente los pitagoéricos conocieron una generalizacién del anteri-
or resultado para el caso de un poligono con n dngulos (n lados): “la
suma de los dngulos interiores de un poligono de n angulos es igual
a (2n — 4) dngulos rectos”; asi mismo podrian haber conjeturado que
la suma de los dngulos exteriores (suplementos de los respectivos an-
gulos interiores) es igual a cuatro dngulos rectos. También se atribuye
a los pitagoéricos el descubrimiento del siguiente resultado: “los tinicos
tres poligonos regulares tal que sus dngulos, puestos conjuntamente
alrededor de un punto comin, como vértice, llenan todo el espacio (la
suma igual a cuatro rectos) son el tridngulo equilédtero, el cuadrado y
el exdgono regular”.

Poliedros Regulares.

Remarcamos que un poliedro es un sélido cuya superficie consiste
de caras que son regiones poligonales (cuyas fronteras son poligonos).
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Un poliedro es llamado regular (o poliedro Platénico) si sus caras
son regiones poligonales regulares congruentes y sus angulos poliedros
son todos congruentes. Existen cinco (y solo cinco) poliedros regulares
diferentes, de los cuales los pitagéricos conocieron cuatro, que son:

el cubo, que es limitado con 6 cuadrados, con 3 cuadrados con vértice
comun;

...............

el tetahedro, que es limitado con 4 tridngulos equildteros, con 3 tridn-
gulos con vértice comtin;

el octahedro, limitado con 8 tridngulos equildteros, con 4 tridngulos
con vértice comun; y

el icosahedro, limitado por 20 tridngulos equilédteros, con 5 tridngulos
con vértice comun.
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El quinto poliedro regular es el dodecahedro, el que fue descubier-
to por Hipaso (470 A.C.). Se afirma que Hipaso fue expulsado del
grupo pitagérico por no haber atribuido el descubrimiento al maestro
Pitagoras.

El tratamiento matematico de tales poliedros se inici6 con el Libro XIII
de los Elementos de Euclides; en esta obra aparece la demostracion
de que solo hay cinco poliedros regulares. La prueba es basada en el
siguiente argumento. Hemos mencionado antes de que la suma de los
angulos (interiores) de un poligono regular de n lados es igual a (2n — 4)

angulos rectos, esto es, igual a (n —2)180. Luego, cada dngulo del
(n—2)180

poligono es . Luego, si en un punto (vértice) hay ¢ de tales

angulos se tendra (los dngulos juntados, “llenan al espacio”)

—2) 180
a(n=2)180 _ 0y
n
. ., ) 1 1
Podemos verificar que esta relacién es equivalente a — + — = > una
noq

interesante relaciéon conocida en el Antiguo Egipto.

Viendo los poligonos de los poliedros citados, observemos que n y ¢
son enteros mayores que 2 y por tanto se tendréd: sin = 3, ¢ = 6, si
n=4, q=4ysin=06, ¢g= 3. Esto significa que solo se deben usar
poligonos de 3, 4 y 6 lados, esto es, tridngulos equildteros, cuadrados
y exdgonos regulares. Remarcamos que para que se forme un dngulo
(diedro) se debe tener:

—2)180
q(n—2) -
n

360

y por tanto se tendra
1
+ =
4q

SRS

1<
2
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de esta manera solo habrd 5 posibilidades para n y g. Tenemos, si:

q = 3, obtenemos el tetahedro;

q = 4, obtenemos el octahedro;

q = 3, conseguimos el cubo;

q = 5, conseguimos el icosahedro;

°
ST~ B« S A
I
Tl s W W
-l S ST

q = 3, se obtiene el dodecahedro.

Platén, en su obra “Timeo”, describe a los cinco poliedros regulares y
muestra como construir modelos de esos poliedros juntando tridngulos
equildteros, cuadrados y pentdgonos para formar sus caras. Timeo de
Locri fué un pitagérico que conocié a Platén y posiblemente inter-
cambiaron ideas sobre los citados poliedros regulares. Timeo asocia el
tetahedro con el fuego, el octahedro con el aire, el icosahedro con el
agua y el cubo con la tierra; le fue dificil encontrar el asociado con el
dodecahedro; al final lo asocié con el universo que nos limita. Es opor-
tuno mencionar que casi mil anos mas tarde, J. Kepler (1571-1630)
construyé un modelo astronémico usando los cinco poliedros regulares,
algo que ya (de algin modo) Platén habia conocido en su época. El
encuentra la siguiente “ecuacién quimica”

fa 4 a0 — 2ag + 2 f4,

donde f denota al fuego, a el agua y a el aire; tal ecuacién se lee:
fuego con cuatro caras combinado con agua con veinte caras produce
2 atomos de aire, cada uno con ocho caras y 2 dtomos de fuego, cada
uno con cuatro caras. Se observa que se tiene la igualdad:

4+20=2x8+2x4.

El Teorema de Pitagoras.

Posiblemente el teorema de Pitdgoras sea el resultado geométrico mas
conocido por el comin de la gente. Es tradicién histérica asociar el
nombre del Maestro a tal teorema; sin embargo, existen conjeturas de
que ello no sea cierto, es decir, de que Pitdgoras haya probado a la
proposicién. El teorema de Pitdgoras es un profundo resultado rela-
cionado a los tridangulos rectangulos y tuvo ocupado a los mateméticos
durante muchos siglos; se obtuvieron muchisimas demostraciones. Un
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profesor llegé a reunir 367 pruebas del teorema, muchas muy pareci-
das entre si. Para los griegos, el teorema es un resultado sobre dreas
de cuadrados. Viendo el documento histérico adjunto, se observa que
dado un tridngulo rectdangulo, se construyen cuadrados sobre la

o

013 &Q—%@@;&ww_

hipotenusa y sobre los catetos. El teorema establece que: “el area del
cuadrado sobre la hipotenusa es igual a la suma de las dreas de los
cuadrados sobre los catetos”. La idea de fondo es que se descompone
un cuadrado en otros dos cuadrados mas pequenos.

Remarquemos que si ¢ denota a la hipotenusa (su longitud) y a, b a
los catetos, muchos siglos después (con el advenimiento del dlgebra) el
teorema de Pitdgoras es conocido con la relacién ¢ = a? + b?, algo que
los antiguos griegos no lo hubieran reconocido ya que ellos no conocian
a los sfmbolos algebraicos ni a férmulas con exponentes.

Segin Vitruvius (primer siglo A.C.), Pitdgoras primero descubrié al
tridngulo (3,4, 5) y posiblemente el teorema fue sugerido al descubrirse
que este tridngulo es un tridngulo rectdngulo, informacién que fue trai-
da a Grecia de los antiguos Egipcios y de los babilonios. Es un interés
histérico el conocer el método utilizado por Pitdgoras y por los pitagéri-
cos para demostrar al “teorema de Pitdgoras”. Es posible que se haya
seguido una de las dos formas siguientes ([HEA], vol. I):
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(¢)

Sea el tridngulo ABC, recto en A; AD es perpendicular a BC
entonces los tridngulos DBA y DAC' son semenjantes al tridngulo
ABC.

A

B ) C

Luego (por los teoremas 4 y 17 del Libro VI. Elementos Euclides)
se tiene: BA? = BD.BC' y AC? = CD.BC. Por tanto,

BA? 4+ AC? = (BD + CD).BC = BC*.

Observemos que en los triangulos semejantes, DBA, DAC'y ABC,

los correspondientes lados opuestos al dngulo recto son BA, AC
y BC. Se tiene, @ = A—B, esto es, BD, AB y BC' son propor-
cionales. Luego,

AB?> BD? BD

BC® ~ AB®  BC’

Analogamente A—C2 = ——. De esta manera
& "BC?~ BC” ’

AB? + AC? _BD+CD 1

Bc2 — BC 7

de donde se tiene la tesis.
[ |

Se sugiere también que el teorema de Pitdgoras haya sido probado con-
siderando un cuadrado de lado a+b, el cual es dividido en dos cuadrados mas
pequenos, de lados a y b, y en dos rectdngulos con lados a y b. (Figura (x)).
Dividiendo cada uno de estos rectangulos en dos tridngulos iguales, coloque-
mos los cuatro rectdngulos alrededor del cuadrado de lado (a +b) (Figura
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a b
b 1.-‘.--“-‘-6', ------ b
c
a P
i b
Figura (*) Figura (**)

De ello se deduce que el drea del cuadrado de lado ¢ es igual a la suma de las
dreas de los cuadrados construidos sobre a y b. Esto es, se tiene ¢? = a? + b.

Una de las aplicaciones mas notables del teorema de Pitdgoras, en las
raices mismas de la matemadtica, fue la que nos llevé a las cantidades in-
conmensurables, esto es, a los nimeros irracionales muchos siglos después de
que los antiguos griegos construyeran un cuadrado de lado 1, y cuya diag-
onal mide v/2. En realidad, la formulacién matemstica de nimero real solo
fue conseguido en la segunda mitad del siglo XIX.

Las siguientes figuras nos inducen otras demostraciones del teorema de
Pitagoras.

<«—a—>\«a>

Figura 1 Figura 2

Figu.ra 3

En la seccién 1.2.6.(47) presentaremos algunos resultados contenidos en los
Elementos de Euclides; en esa oportunidad presentaremos la demostracién
del teorema de Pitdgoras segiin Euclides, la que es muy ingeniosa. También
presentaremos una generalizacion del Teorema de Pitdgoras asi como su in-
Verso.
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1.2.3. Hipécrates de Quios; Arquitas de Tarento.
(i) Hip6crates de Quios (440 A.C.).

El historiador Proclo afirmé: “Hipéerates fue el primer autor de “Elemen-
tos 7. En efecto, Hipdcrates fue reconocido en su época como un matemaético
de prestigio. Dej6 su tierra, Quios, para trasladarse a Atenas como mercader;
lleg6 a acumular cierta riqueza la que perdié por razones no claras (se afirma
que fue asaltado por piratas). Como consecuencia de este hecho, Hipéerates
se dedicé al estudio de la geometria, llegando a obtener éxitos. Es asf como
escribié unos “Elementos de Geometria” (un poco mas de un siglo antes que
los Elementos de Euclides), el que lamentablemente se perdié pero se conoce
de su existencia por una Historia de la Matemaética de Eudemo. Famoso
como era, intenté probar la cuadratura del circulo (que presentaremos pos-
teriormente) probando la cuadratura de ciertas linulas. Estudié también el
problema de la duplicacién del cubo.

Cuadratura de Linulas (“Lunas”)

Figura 1

Uno de los famosos problemas de la Antiguedad fue la “cuadratura del
circulo”. De un modo general, la cuadratura de una figura plana consiste
en la construccion, usando solamente regla y compés, de un cuadrado que
tenga drea igual a la de la figura dada.

Si tal construccién fuera factible, decimos que la figura es cuadrable.
Dado un circulo de radio r, ; existe un cuadrado cuya drea sea igual al drea
del circulo dado? Hipdcrates investigé este tipo de problemas, obteniendo
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cuadraturas de superficies limitadas por curvas.

C

En esta direccién se tiene el:

\ 4

Teorema [H]. (En la Figura 1) “La suma de las dreas de las linulas AECF
y BE'CF' es equivalente al drea del tridngulo rectingulo ACB”.

El teorema [H] nos dice que la parte sombreada (Figura 1) es cuadrable, ya
que todo tridngulo lo es. Pasemos a precisar esta iltima afirmaciéon. Comen-
zamos estudiando la cuadratura del rectangulo.

En efecto, sea BCDE un rectdngulo arbitrario. Con regla extendemos BE;
con compds construimos FF tal que EF = ED. Bisectamos BF en GG. Con

centro GG, radio BG, describamos un semi-circulo. Construyamos EH tal que

FEH 1 BF.
L

Construyamos el cuadrado EKLH.
Se tiene,
drea BODE = drea FHLK.

En efecto, llamando
a=HG, b=FEG, c¢=FH,

tenemos a? =2+ 6 2 =a®— b3
Luego,

drea BCDE = BE X ED=BEXxEF = (a+b)(a—b)=a*—b"=c
= é&rea FKLH.
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Veamos ahora la cuadratura del tridngulo.
En efecto, sea BC'D un tridgngulo arbitrario. Construyamos DE tal que
DE L BC
D

F

B B &

. Se tiene,

1
drea ABCD = 3 (BC)(DE).

Sea F punto medio de DE. Construyamos un recténgulo con GH = BC

y HJ = EF.
1

G H

{

Se tiene entonces,

drea rectangulo GHJI = (HJ)(GH) = (EF) (BC) :%(DE) (BC)
= 4rea ABCD.

De un modo general, veamos la cuadratura de un poligono.
Sea P un poligono. Dividimos P en tridngulos.

Entonces,

drea poligono = B + C' + D,
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donde B,C, D son las dreas de los tridangulos respectivos. Remarcamos que
“drea poligono” significa “drea de la regién poligonal” respectiva.
Similarmente, “drea tridngulo”, ...
Sabemos ya que cada tridngulo es cuadrable, por tanto existen cuadrados
de lados b, ¢, d, con dreas B, C, D respectivamente.

b|B c| C dl D
b C

d

Construyamos un tridngulo rectdngulo con catetos b y ¢, e hipotenusa
r (22=0+c2).

Ahora construimos un tridngulo rectdngulo con catetos x, d e hipotenusa
y (> =a2"+d%).

Finalmente construyamos un cuadrado de lado y.

b

Tenemos,
y2:$2+d2:<b2+02)+d2:B+O+D-

Veamos ahora la cuadratura de hinulas. Una linula es una figura plana
limitada por dos arcos circulares (ver figura L). Hipécrates “cuadrd” lunulas
del tipo de la figura L. Para ello, él necesité de los siguientes resultados:

e Teorema de Pitagoras;

e El dngulo inscrito en un semi-circulo es recto;
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drea semi-circulo 1 d?

4rea semi-circulo 2 D?

N

d D

Prueba del Teorema [H]. (Ver Figura L). Dado el AABC (rectdngulo
en C) se construyen los semi-circulos AEC, CE' B y ACB sobre los lados
AC, CB y AB del tridangulo rectangulo BAC'. Por el teorema de Pitdgoras
tenemos AB? = AC? + BC?. Luego,

. . , ., , ., ’
drea semi-circuloAC' B = drea semi-circuloAEC + drea semi-circuloC'E B

(+)

En efecto,
drea semi-circuloAEC B AC? CAC? — drea semi-circuloAEC AR
drea semi-circuloACB ~ AB? ~ 4rea semi-circuloAC B’
drea semi-circulo CE' B B C B? OB drea semi-circulo CE' B AR
drea semi-circulo ACB ~ AB? ~ 4rea semi-circulo ACB’
Sumando estas dos igualdades,
AB?

AB? = (4reasemi-circulo AEC+area semi-circulo CE'B). ,

drea semi-circulo ACB
de donde se obtiene (+).

Observemos que:
area semi-circulo ACB = («) + drea ABAC + (B)
drea semi-circulo AEC = («) + drea linula AECF

drea semi-circulo CE B = (j3) + 4rea linula CE BF'
Luego, por (+),

(a) + drea ABAC + () = («)+ érea linula AECF + ()
+érea linula CE' BF'.
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Simplificamos se obtiene:

drea ABAC = area linula AECFE + srea linula CE BF'

Desde que todo tridngulo es cuadrable, entonces:
linula AECF U linula CE BF'

es cuadrable.

Boyer afirma que las cuadraturas logradas por Hipdcrates revelan el gran
nivel matematico logrado por los griegos. Posiblemente Hipdcrates crefa poder
cuadrar a todas las linulas y que por tanto podria cuadrar al circulo, pero
hay evidencias de que él era conciente de las limitaciones de su obra. Se afir-
ma que Hipdécrates sabia que no podia cuadrar al circulo pero que intentd
enganar a sus conciudadanos diciéndoles que lo habfa logrado.

(ii) Arquitas de Tarento. (428-347 A.C.)

Arquitas fue un talentoso hombre de ciencias, de conducta ejemplar; fue
pitagérico y amigo de Platén. Vivié en la primera mitad del siglo IV. Ademas
de ser un excelente matemdtico, fue estadista destacado y notable filésofo;
llegé a ser también general de las fuerzas de su ciudad. Amé mucho a los nifios
y puso su talento al servicio de ellos al inventar diversos juegos infantiles.

Ubiquemos al escenario histérico en que se desenvolvié Arquitas. Se afirma
que Pitagoras, perseguido por sus ideas, se dirigié a Metaponto al final de
su vida en donde fallecié alrededor del ano 500 A.C. Es tradicién saber que
Pitdgoras no dejé algo escrito pero sabemos de él y sus trabajos junto con los
de los pitagéricos por sus discipulos quienes divulgaron por mucho tiempo
y en el mundo de entonces, la obra del Maestro. Entre los que recibié esta
influencia esta Filolao de Tarento (+425 A.C.), quien posiblemente fue el
primero en escribir sobre el significado del pitagorismo; se afirma que este
escrito llegé a poder de Platén lo que le sirvié para aprender sobre la obra
de Pitagoras y de sus discipulos.

Como sabemos, la idea de niimero y de sus propiedades tenfa un caracter
casi divino entre los pitagdricos; la aritmética estaba sobre la geometrfa. Un
discipulo de Filolao fue Arquitas, quien continué con la tradicién pitagérica
en relacién a la teoria de nimeros. Arquitas obtuvo diversos resultados fuertes
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en la aritmética. Fn esa época se conocfan las medias: aritmética, geométrica
y armoénica (que antes se le conocia como la “contraria”). Arquitas aplicé
esas medias a la musica. Afirmé que “entre dos niimeros enteros que estén

en la razén no puede haber ningin nimero entero que sea su media

geométrica”. Este resultado ha de tener importantes implicancias. Arquitas
consider6 que la matemadtica tiene gran importancia en la educacion de la
persona. Es famoso su “quadrivium” matemético que consiste en la

e aritmética (ndmeros en reposo);
e geometria (magnitudes en reposo);
e musica (nimeros en movimiento)

e astronomifa (magnitudes en movimiento).

A estas disciplinas se agregé el “trivium”, que consiste en la:

egramdtica, eretérica y en la edialéctica. Estas siete artes liberales
constituyo la base de una educacion deseada.

Arquitas puso a prueba su capacidad matemética al enfrentar al prob-
lema de la “duplicacién del cubo” que consiste en, dado un cubo de arista
conocida, construir un cubo que tenga volumen doble que la del cubo dado.
Este problema también es conocido como el “problema de Delos”, en relacién
al ordculo de Delfos. Segin Eratdstenes, Hipécrates fue el primer geémetra
que encontré el siguiente resultado:

“ si entre dos lineas rectas, siendo la mayor el doble que la menor, se

inscribiera dos medias proporcionales, el cubo serd duplicado ”.

En efecto, si se tuviera

SHES)
< |8
S

entonces

b
Ahora basta considerar a como la arista del cubo dado y tomar b = 2a para
obtenerse z® = 2a3.

Observemos que en el resultado de Hipéerates, la tesis estd condicionada
a la construccién de las medias proporcionales x e y. Hipdcrates no consiguié
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tal construccién. Ello fue tarea de Arquitas de Tarento quién lo consigui6
usando una curva de curvatura doble. Su idea es muy ingeniosa y profunda
para su época (y aun para la actual); es un modelo de uso de la geometria en el
espacio tridimensional. En el lenguaje de la geometria sintética, la estrategia
es como sigue ([ALM], [BOY]):

<& Sobre el didmetro O A de la base de un cilindro circular recto se describe
un semi-circulo, cuyo plano es perpendicular al de la base del cilindro
dado; y se hace girar el didmetro en torno de uno de sus extremidades
O. En este movimiento, este semi-circulo, en cada una de sus posiciones
sucesivas, encuentra a la superficie del cilindro en un punto, formando
una curva, que Arquitas genialmente hace interceptar con un cono de
revolucién de eje OA, determinando asi un punto M, tal que la proyec-
cién de OM sobre la base del cilindro esté para el radio del cilindro, en
la relacion del lado del cubo o buscado para el lado del cubo dado > .

En otras palabras, la solucién de Arquitas consiste en encontrar un punto
de interseccién de un cilindro circular recto con un toro de didmetro interior
cero y con un cono circular recto. En el lenguaje de la geometria analitica
(de Descartes), el argumento es como sigue.

< Sea a la arista del cubo a ser duplicado y considérese tres circunferencias
de radio a con centro en (a, 0, 0) y situadas cada una de ellas en un plano
perpendicular a uno de los ejes de coordenados. Por la circunferencia
perpendicular al eje OX se traza el cono circular de vértice el origen
(0,0,0); por la circunferencia situada sobre el plano OXY considérese
el cilindro circular recto de eje paralelo al eje OZ, y higase girar por
iltimo la circunferencia situada en el plano OX Z alrededor del eje OZ
para engendrar asi un toro > .

Se deduce que las ecuaciones de estas tres superficies son (respectiva-
mente),

=y 42" 2ax=2"+y y (P+yP+7%) =4 (P +yP).

Estas tres superficies se interceptan en un punto cuya coordenada x es
igual a av/2, que es precisamente el valor de la arista del cubo buscado, ya

que su volumen es, desde luego, 2a®.
[ |
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A Arquitas se le atribuye la Proposicién 36. Libro IX (Elementos de
Euclides) que tuvimos la oportunidad de ver en (ii). 1.2.2. También se atribuye
a Arquitas el método para aproximar v/2, lo que se encuentra en la Proposi-
cién 2 Libro VII de los Elementos. Arquitas llegé a construir 2.

1.2.4. Rumbo a Euclides.

(i) Construcciones con Regla y Compsds.

En la Antiguedad se partié de tres bésicas construcciones (tres primeros
postulados de los Elementos de Euclides), que son:

® * <« )YO

es decir, respectivamente: “puede trazarse una recta (segmento) de un punto
a otro”; “una recta finita puede prolongarse continuamente en linea recta”;
“una circunferencia puede describirse tomando cualquier centro y una dis-
tancia”.

Todas las demds construcciones que se efectien deben basarse en ellas.
Como observamos tales construcciones son hechas usando tnicamente regla
y compéds. La antigua regla no tiene marcas (numéricas) y el compds se
caracteriza porque si una de sus patas se levanta del papel entonces el compaés
se cierra inmediatamente; esto es el compds euclideano.

El compds moderno conserva su abertura y puede utilizarse para trans-
portar distancias. Se prueba que: “el compds que se cierra es equivalente
al compéds moderno”.

Por lo tanto, por comodidad, es suficiente utilizar al compds moderno.
Segun J. Steiner, “es suficiente hacer las construcciones solo por medio del
lenguaje y no por el uso real de los instrumentos sobre el papel”. Debemos
remarcar que algunas construcciones hechas anteriormente fueron utilizando
solo regla y compés. Esto haremos en el futuro, salvo otra indicacién y lo
verificaremos cuando veamos a los Elementos de Euclides. Sin embargo, ex-
isten construcciones que no pueden realizarse solo utilizando regla y compés.
Tres famosos ejemplos de esta naturaleza son:

e La duplicacién del cubo, que consiste en construir la arista de un
cubo que tenga el doble de volumen de otro cubo dado. Este proble-
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ma ya lo hemos mencionado en el trabajo de Arquitas y se reduce a
encontrar /2.

La triseccién de un angulo cualquiera, que consiste en dividir
un dngulo dado arbitrario en tres partes iguales (existen dngulos que
pueden ser trisectados).

La cuadratura del circulo, que consiste en construir un cuadrado que
tenga drea igual a la de un circulo dado. Esto es, se trata de construir
un segmento de longitud /7.

La regla de juego es bien clara: se trata de resolver los anteriores pro-
blemas (si tuvieran solucién) usando solo regla y compds. La solucién es
negativa, es decir, con tales condiciones, los tres problemas son insolubles.
Es curioso que el problema de construir dos rectas que trisequen a un angulo
de 60 grados, no es posible; sin embargo, si es posible construir todas las cir-
cunferencias que sean tangentes a otras tres circunferencias dadas. Euclides,
por ejemplo, utilizé construcciones en sus teoremas de existencia (como es el
caso en el V Postulado de las paralelas).

En general las reglas de construccién fueron (ver [ANG]):

(@)

Si Ay B son puntos dados o construidos, podemos unirlos construyendo
el segmento de linea AB; si este segmento intersecta cualquier segmen-
to de linea o circunferencias (remarcamos que es usual a la “circunfer-
encia” llamarla “circulo”, algo que a veces usaremos indistintamente)
previamente construidos, habremos asi construidos los puntos de inter-
seccion.

Si AB es un segmento previamente construido y O es un punto previa-
mente dado o construido, nosotros podremos construir una circunferen-
cia con centro O y radio AB; si esta circunferencia intersecta cualquier
segmento de lineas o circunferencias previamente construidas, nosotros
habremos asi construido los puntos de interseccion.
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(7) Si AB es un segmento previamente construido, nosotros podemos ex-
tenderla en cualquier direccién a fin de encontrar un segmento o circun-
ferencia previamente construidos (se asume que tal segmento o circun-
ferencia estdn en “el camino” del segmento extendido) y asi construimos
un punto.

(0) La unica forma de construir algo es aplicando las anteriores reglas en
nimero finito de veces.

En la obra matemaética de los antiguos griegos existen muchas constru-
cciones geométricas; en los Elementos de Euclides, obra maestra en su género,
se encuentran construcciones muy ingeniosas, lo que evidencia el alto grado
de avance matemdtico que tuvieron.

[lustremos lo presentado con algunos ejemplos; se sugiere al lector realizar
los trazados indicados en los graficos correspondientes y hacer los anélisis
correspondientes.

(1). Biseccién de un Angulo. Sea ABC un 4ngulo, donde previamente
se ha construido los lados AB y BC. Con centro B y radio BA
construyamos una circunferencia que corta a BC' en E (si lo cortara;
en caso contrario, se prolonga BC' en la direccién de B a C hasta que
encuentre a la circunferencia en un punto).

A

E
C

Con centros A y F construyamos dos circunferencias con radio comiin
AFE. Estas circunferencias se encuentran en dos puntos. Sea F' el punto
que estd en el lado de AF, fuera de B. Entonces AEF es un triangulo
equildtero. Unamos B con F. BF' es el bisector buscado del dangulo
ABC, ya que los tridngulos BAF y BEF son congruentes.

Caso Particular. Si ABC' es un angulo que mide 180 grados entonces
BF es perpendicular a AC.
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< »
< >

A B C

Dada una linea recta finita, construir un tridngulo equilédtero.
[Euclides. Libro IJ.

Soluciién.

Euclides parte dando el segmento AB; usando A como centro y AB
como radio, construye una circunferencia. Luego, con B como centro y
AB como radio, construye una segunda circunferencia.

P

B

Llamando C' al punto donde las circunferencias se interceptan (?), se
une ahora A con C'y B con C. Entonces el tridngulo ABC' es equilatero,
como se desea.

. Construir un segmento a través de un punto dado y paralela

a un segmento dado.
Solucién.

Sean A el punto y BC' el segmento dado. Se asume que A no estd sobre
BC'. Con centro C' y radio AB se construye una circunferencia. Con
centro A y radio BC' se construye una segunda circunferencia que corta
a la primera en un punto D, donde D y B estan en lados opuestos a
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AC.

AD es la recta deseada.

. Construir la Suma de dos Segmentos.

Dados los segmentos

construir AB + CD.
Solucidn.

Con centro B y radio C'D se construye una circunferencia. Extendamos
AB en la direccién A a B; esta extension encuentra a la circunferencia
en un punto E. Entonces AF es la suma de AB con C'D.

. Construir la Raiz Cuadrada de un Segmento.

Dado el segmento AB, construir v AB.
Solucioén.
Sea OX el segmento unidad; construyamos AB + OX = AC.

Construyamos ahora D, punto medio de AC'. Con centro D y radio DC
se construye una circunferencia. Por B constriyase una perpendicular
a AC, la que intersecta a la circunferencia en un punto E. Entonces

BE =VAB.
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En efecto, en el tridngulo rectangulo AEC, los tridngulos (rectdngu-

AB BFE
los) ABE y EBC son similares. Luego, BE = BC BE (desde que
BC = 1); por tanto, AB = BE?, esto es, BE = v AB.

Los griegos tuvieron el ingenio de calcular las operaciones bésicas u-
sando argumentos geométricos. Asi, sean a y b dos niimeros (reales

.- a .
positivos), entonces ab y 5 son calculados (geométricamente) en la

forma siguiente:
X

a 1
Se tiene, % = %, luego = = ab.

X

. X a a
Se tiene, 1= esto es, v = 7

El célculo de v/a es similar a lo visto antes.
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Nota. Observemos que los griegos construyeron, usando regla y com-
pés, la media proporcional entre las longitudes dadas, 1 y a.

. Dados tres puntos A, B,C, construir un rectangulo ABDFE tal

que AE ~ AC.
Solucién.

Nota. ~ significa en la notacién que AFE tiene la misma longitud que
AC (AEFE es “congruente” con AC).

\ B
C ‘.‘
A “‘.“
“‘“ --------------------- D
Py
E

Construyamos L; perpendicular a AB en A (construccién conocida).
Con centro A y radio AC' constriyase la circunferencia C ; esta circun-
ferencia intersecta L; en los puntos F y E'. Construyamos ahora Lo
perpendicular a AB en B; ahora construyamos L3 perpendicular a Ly
en F. Si Ly fuera paralela a Ls, entonces las lineas AE y AB serdn
paralelas, lo que es falso. Luego, Ly y L3 se interceptan en un punto
D. Se observa que cada par de lados opuestos de ABD E son paralelos,
con tres dngulos rectos. Por tanto, ABDFE es un rectdangulo.

. Dado un Segmento FF y rayo AB, de A a B, construir un

punto C' de AB tal que AC tenga la misma longitud que
EF. (AC ~ EF)
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Solucioén.

Construyamos un rectdngulo FAGH, con FH y EF con la misma
longitud; luego, AG y EF tienen la misma longitud. Ahora, sea la
circunferencia con centro A y radio AG} esta circunferencia intercepta
al rayo AB en un punto C'. Por tanto AC' tiene la misma longitud que
EF.

. Problema de Apolonio (+262 — 190 A.C.)

En su obra perdida, “Tangencias”, Apolonio considera el siguiente
problema: “dadas tres circunferencias C;, C5 y C5 en un plano, con-
struir con regla y compas, todas las posibles circunferencias C' las cuales
sean tangentes a C, Cy y C5”.

C'l

CZ

Esta construccion es un tanto técnica, con diferentes casos a considerar;
dejamos para otra oportunidad la discusién de este problema. (Ver
[MOI], por ejemplo).

(ii)Los Tres Clasicos Problemas de la Antiguedad.

Acabamos de mencionar, en (i), a los tres famosos problemas de la An-

tiguedad: la duplicacién del cubo, la triseccién de un dngulo y la cuadratura
del circulo. Los antiguos griegos no pudieron resolver tales problemas usan-
do regla y compds. En verdad, no pudieron resolver tales problemas ya que
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tales problemas no tienen solucién en tales condiciones. Sin embargo, tuvo
que pasar muchisimos siglos para recién saber con rigor que tales problemas
son insolubles usando solo regla y compds. En efecto, recién en 1837, Pierre
Wantzel (1814-1848) di6 la primera demostracion rigurosa de que la dupli-
cacién del cubo es imposible realizarse; también probé que el éngulo de 60
grados no puede ser trisecado usando solo regla y compéds. A Wantzel también
se le debe el siguiente resultado: “Si p es un nidmero primo impar, entonces
un n-poligono regular es constructible si p tiene la forma 2" + 1”.

La imposibilidad de cuadrar al circulo fue probado por C.L.F. Lindemann
(1852-1939) en 1882 quién probd que 7 no es constructible usando solo regla
y compas.

7 no es definible usando operaciones racionales y raices cuadradas. Ademas,
se verifica que 7 es un mimero transcendente, es decir, no es la raiz de
cualquier ecuacién polinémica con coeficientes racionales. En 1796, Gauss
descubrié que un poligono regular de 17 lados es constructible (con regla
y compds). Ademds probé que: “un poligono n regular es constructible si
y solo si n = 2™p;ps...px, donde cada p; es un nimero primo de la forma
22h + 17,

Estos tres singulares problemas, formulados hace mas de dos mil anos,
tuvieron una gran influencia en la geometria griega y en el desarrollo de la
matematica en la posteridad. El reto de resolver tales problemas llevé al de-
scubrimiento de las secciones cénicas, de diversas curvas ctibicas y cuédrticas,
y de algunas curvas transcendentes. Ya en tiempos modernos, el intento de
resolver tales problemas influyé en el desarrollo de la teoria de ecuaciones,
de los nimeros algebraicos y atin de la teorfa de grupos, entre otras ideas.
Es oportuno remarcar las limitaciones que se tendrian en la Antigua Grecia
para realizar construcciones geométricas usando solamente regla y compas.
Sin embargo, ellos lograron realizar diversas construcciones muy ingeniosas
(ver seccién (i) para algunas de tales construcciones) con tales recursos.

Hubieron también otros métodos para estudiar a tales problemas; por
ejemplo, Eratéstenes construyé el “mezolabio” para construir aproximada-
mente al cubo doble. Las secciones cénicas fue otro método, un fructifero
método. Presentamos a continuacién algunos comentarios sobre estos tres
cldsicos problemas. Es un tema para estudiar con mayor extension y detalles.
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La Duplicacién del Cubo.

El Problema de Delos. Posiblemente el origen del problema de la du-
plicacién del cubo esté en una leyenda que, segin Eratdstenes, afirma: “Se
cuenta que uno de los antiguos poetas tragicos (; Euripedes?) hiciese aparecer
en escena al rey Minos en el acto de ordenar la construccién de una tumba
para su hijo Glauco y que advirtiendo que la tumba tenfa en cada uno de sus
lados una longitud de cien pies, exclamara: <escaso espacio en verdad con-
cedéis a un sepulcro real; duplicadlo, conservando siempre la forma cibica,
duplicad de inmediato a cada uno de los lados>>".

Se observa que la orden dada por el rey no lleva a la solucién pues al
duplicar el lado del cubo, el volumen del cubo se octuplica. Surgié entonces
el problema de satisfacer el deseo del rey Minos. Hipdcrates de Quios estudio
esta cuestion, encontrando que si entre dos rectas (segmentos), una doble
de la otra, se insertaran dos medias proporcionales, entonces se duplicaré el
(volumen) cubo. Pero, jes factible tal insercién?. Esto fue una cuestién cuya
dificultad no es menor que el problema original. El problema de insertar dos
(segmentos) medias proporcionales entre dos segmentos dados, uno el doble
del otro, fue resuelto por Arquitas (ver (ii). 1.2.3). Sin embargo, estas con-
tribuciones, si bien ingeniosas, no eran en el fondo soluciones del problema.
Ante esta situacion, se introdujeron algunas curvas especiales. Esto fue un
gran avance en el pensamiento matematico de los griegos. En esta direccion
se tiene una solucién dada por el gran matemdtico griego Eudoxo (+370
A.C.), trabajo que se perdid.

Una importante contribucién en esta direccion fueron las dos soluciones
al problema que di6 Menecmo (£350 A.C.) introduciendo para tal fin a las
secciones coOnicas.

Apolonio también contribuyo con una solucién al problema. Diocles
(£180 A.C.) inventé la curva llamada cisoide para a través de ella resolver
la cuestion. Desde el punto de vista algebraico, la duplicacién del cubo puede
formularse asf: ; Puede o no la operacién de extraer raiz cibica de un niimero
racional ser reducida a un nimero finito de extracciones de raices cuadradas?
Descartes, en 1637, tuvo dudas ante esta cuestiéon. Tales dudas fueron clar-
ificadas en 1837 con el trabajo de Wantzel, lo que ya hemos comentado al
inicio de esta seccién.
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La Triseccién de un Angulo.

Posiblemente el problema de la triseccién de un dnglo sea el menos famoso
de los citados clésicos problemas de la Antiguedad. Mientras la duplicacién
del cubo y la cuadratura del circulo no son solubles con regla y compds,
la triseccién del éngulo es soluble, con tales instrumentos, en algunos casos
particulares. Por otro lado, no se conoce el origen histérico de este problema.
A manera de ilustracién, veamos como un dngulo recto puede ser trisecado
con regla y compas.

C
D

/N
\/

Sea BAC' un angulo recto; con centro A construyamos una circunferencia
la que corta al lado AB en E. Con centro E y radio AE construyamos
otra circunferencia, la que corta a la primera en D. El tridngulo ADFE es
equilatero, luego el dangulo DAFE mide 60 grados y el dngulo DAC' medird
30 grados. Luego, por la construccién (1), se ha obtenido la triseccién del
dangulo recto BAC.

|

Veamos ahora la triseccién de un dngulo (agudo) segiin Hipéerates.

Sea BAC un éngulo dado; de C' bajemos la perpendicular C'D a AB;
completemos el rectdngulo ADCE. Ahora extendamos FC hasta F' tal que
AF corta a CD en G y tal que GF = 2AC.

E C F

Se tiene: .
angulo FFAB es igual a 3 angulo BAC.
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En efecto, sea H el punto medio de GF' y asi, GH = HF = AC. Pero
FCG@ es un dngulo recto, luego CH = GH = HF (= AC). Ademds, éngulo
FAB =éngulo CF A =éngulo FCH.

Desde que AC' = C'H, dngulo CAH = angulo CHA. Entonces, dngu-
lo CHA = éngulo HFC+éngulo FCH = 2 (dngulo HFC), esto es, angu-
lo CAH = 2 (édngulo FAB), luego: dngulo BAC = &angulo C'AH+éngulo
FAB = 3 dngulo FAB.

[

Observemos que el problema es reducido a la construccién del segmento
GF tal que GF = 2AC. jEs esto posible? ... no lo es con una regla sin marcas
y con compds. Sin embargo, ello es posible via una ingeniosa construccion
mecdnica. A Arquimedes le debemos otra solucién mecédnica. Veamos.

Sea BAC' un éngulo dado; con centro A construimos una circunferencia
tal que AB y AC son radios. Desde C trazamos una linea la que debe cortar a
la extension de BA en el punto F; tal linea debe cortar a la circunferencia en
un punto F' con la propiedad de que E'F sea igual al radio de la circunferencia.
(Esta es la cuestion!).

Sin embargo, tal construccién puede ser hecha via una metodologia mecédni-
ca marcando una longitud (en la regla) igual al radio de la circunferencia y
moviéndola conservando una marca sobre BA extendida y teniendo la segun-
da marca sobre la circunferencia. Movemos la regla conservando una marca
sobre la linea y la otra sobre la circunferencia hasta que la regla pase a través
de C'. La linea EC es asi construida. Ahora trazamos desde A el radio AP
de la circunferencia tal que AP sea paralela a FC. Se tiene que AP trisecta
al angulo BAC'. En efecto,

dngulo PAC' = dngulo ACF =édngulo CF A =dngulo FFE A+éngulo FAE
= 2(éngulo FEA) = 2 (dngulo PAB) .
|
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Hipias de Elis (+425 A.C.) fue un reconocido sofista que probablemente
fue de la época de Sécrates. “Sofista” era una expresion que significaba fil6sofo
y sabio; un sofista era un experto en algo que él ensenaba. Hipias tuvo una
extraordinaria memoria que le permitié acumular muchos conocimientos de
su época y de su pasado; gan6é mucho dinero con su talento. A él le debemos
una famosa curva transcendente (que no son algebraicas), la “cuadratriz”,
la que fue usada en la solucién del problema de la triseccién de un dngulo, y
también para resolver la cuadratura del circulo; justo el término “cuadratriz”
se debe a su utilizacién en éste problema.

Segin Pappus (de Alejandria)(£300 D.C.) la cuadratriz es construida
de la siguiente forma: <Dado un cuadrado ABCD (ver figura adjunta), con
centro A constriyase la circunferencia BQD y hagamos mover la recta AB
de modo que el punto A quede fijo, en tanto B describe el cuadrante BQD;
ahora la recta BC' permanece siempre paralela a AD en tanto el punto B
recorre BA; ademds, la recta BA describe el angulo BAD con movimiento
uniforme, recorriendo el punto B sobre BQ)D; y con el mismo movimiento se
recorre la recta BC' en tanto el punto B recorre la recta BA. Sucede luego
que AB y BC vienen a coincidir al mismo tiempo con AD. Supuestos asi
regulados los movimientos, las rectas AB y BC' se intersectan en cada una de
sus posiciones en un punto mévil, punto que describe en el espacio limitado
por las rectas BA, AD y por el cuadrante BQD una cierta linea BPFE, la
que se muestra conveniente emplear cuando se procura un cuadrado igual a
un circulo dado. Pero su principal propiedad es ésta, que conducida una recta
cualquiera AP() para la circunferencia, todo el cuadrante BQD es para el
arco B@Q, como la recta BA para PF', lo que es evidente por el modo de la
generacién de la linea>> . (Ver [ALM] para otros comentarios).

G
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En otra palabras, la cuadratriz es construida haciendo que el lado BC' se
traslade paralela y uniformemente hasta coincidir con AD; al mismo tiempo,
el lado AB gira alrededor de A en el sentido de las agujas del reloj hasta que
coincida con AD. El lugar geométrico de la interseccién de estos dos lados
genera una curva, la cuadratriz. Esta curva permite reducir el problema de
la divisién de un dngulo en cualquier nimero de partes iguales al problema
de la divisién del segmento AB en partes iguales.

La propiedad de la cuadratriz es ({BAD = angulo BAD) :

ABAD arc BQ D AB
L£Q'AD  arcQ'D PG’

luego, si 6 es el dangulo P'AD (hecho con cualquier AP" y con AD), p es la
longitud de AP y a es la longitud del lado del cuadrado, entonces tendremos:

senff = ——, esto es, P'G = psend; también

arc BQ'D _a

arc QD PG’

, a send 0 .
esto es, P G = —. Por lo tanto, P = —, que es la ecuacién polar de la
2 2

cuadratriz.

Veamos ahora como la cuadratriz sirve para dividir el £Q"AD no sola-
mente en tres partes iguales, si no en cualquier razén dada. En efecto, sea
P'G dividida en G en la razén dada. Consideremos G' P, paralela a AD, y
que encuentra a la curva en P; unamos A con P (AP) y extenddmosla hasta
encontrar a la circunferencia en el punto (). Luego,

£Q'AQ B PG
LQAD GG’
Examinemos a esta relacién. Dado el dngulo Q" AD (que mida, por ejemplo,
PG 1
60 grados), deseamos trisectarlo. Para ello tomemos la razén aa - 5;
L£Q'AD 1 :
entonces, A%W =5 esto es, LQAD = 24(Q) AD. Por tanto,

L£Q'AD = £Q AQ + £QAD = 34Q AQ
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Luego, £Q AD mide 60 grados, £Q" AQ mide 20 grados y habremos tri-
sectado tal dngulo.

Es interesante observar que un dngulo de 60 grados no es posible ser
trisecado usando solo regla y compds. Veamos, sucintamente, el argumento
de Wantzel para demostrar que, bajo tales condiciones, el citado angulo no
puede ser dividido en tres dngulos iguales. En efecto, usando argumentos
algebraicos y de trigonometria (desconocidos por los griegos), Wantzel prueba
que si tal 4ngulo puede trisecarse entonces la ecuacién cibica 22 —3x —1 =0
debe poseer una soluciéon constructible, es decir, una solucién cuya longitud
puede construirse con regla y compds. Wantzel verifica que si tal ecuacion
cibica tiene una solucién construible entonces ella debe tener también una
solucién racional. Pero, via un argumento por el absurdo, él verifica que la
ecuacion cibica se resuelve por un nimero irracional.

De esta manera, al fin en 1837, luego de dos mil anos en ser formulado,
el problema de la triseccién de un dngulo fue resuelto definitivamente.

A esta altura de la discusién de este cldsico problema, conviene clarificar
y resumir el panorama general. El problema es: “dado un éngulo arbitrario,
se trata de dividirlo en exactamente tres partes iguales, usando solo regla
(sin graduar) y comp4s”.

Otra condicién del problema es que la construccion debe hacerse solo con
un nimero finito de pasos. Estas condiciones se deben respetar rigurosamente.
Los antiguos griegos, ante lo dificil del problema, idearon otros recursos que
consistié fundamentalmente en la construccién de nuevas curvas, algo muy
importante en la evolucién de la matematica. Ademds, con regla y compéds
se puede trisecar algunos casos particulares de angulos, como lo es el dngu-
lo recto. A través de la historia de la matemadtica se introdujeron diversos
otros métodos (que presentaremos oportunamente), incluyendo un nimero
abundante de soluciones erradas.

P. L. Wantzel fue un ingeniero, matematico y linguista que se formé en la
Ecole Polytechnique de Paris. Tuvo una breve vida un tanto desorganizada;
diversificé sus intereses académicos. Un profesor lo recordé diciendo:

“ ... Estristecié asi a los que lloran su muerte prematura”.
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La Cuadratura del Circulo.

El éxito obtenido por Hipdcrates al cuadrar cierta clase de linulas motivé
a los antiguos griegos al intento de obtener la cuadratura del circulo usando
solo regla y compads.

Este problema es uno de los mas famosos en la historia de la matematica
pues en el intento de resolverlo, los mateméticos introdujeron nuevas ideas,
diversos métodos y precisar el significado del niimero 7; fue una controvertida
cuestion, en donde también se dieron diversas soluciones correctas pero vi-
olando las reglas de juego; también a través del tiempo, se dieron soluciones
erradas. El problema de la cuadratura del circulo es bien antiguo pues ya
aparece en el papiro de Rhind, problema 48, en donde se ofrece una aproxi-
macién del circulo via un cuadrado circunscrito.

En la historia de la duplicacién del cubo y de la cuadratura del circu-
lo hubieron dos hermanos que trabajaron en tales problemas; ellos fueron:
Dinéstrato (£350 A.C.) y Menecmo (£350 A.C.). Mientras el primero “re-
solvio” el problema de la cuadratura del circulo, su hermano “resolvio” el otro
problema. Remarcamos que “resolvio” significa que tales problemas fueron
resueltos usando curvas “nuevas” para la época, es decir, sin usar regla y com-
pés, como es la condicién-hipétesis. Segin Pappus, fue Dindstrato el primero
en observar que la cuadratriz era aplicable en el problema de la cuadratura
del circulo. Veamos. Segun la figura que muestra a la cuadratriz (ver Hip-
ias de Elis), Dinéstrato prueba que: dado el cuadrado ABC D, el cuadrante
circular BD, de centro A, y la cuadratriz BPFE, se tiene que

BQD BA
BA  AE

Luego afirma, “si se determina la tercera proporcional entre las rectas AE y
AB, se obtiene el arco BQD cuyo cuddruple es igual a la circunferencia”.

Asi, Dinéstrato llega a la rectificacion de la circunferencia. Pappus
agrega ([ALM]), <se puede, asi, construir un cuadrado igual al circulo, por
eso que el rectdngulo teniendo por lados el perfmetro del circulo y el radio,
es el doble del circulo, como fue demostrado por Arquimedes> . Veamos
algunos argumentos explicitos sobre lo afirmado por Pappus; para ello se usa
argumentos de trigonometria y del célculo diferencial. Volvamos a Hipias de
Elis y al grafico de la cuadratriz mostrado en esa oportunidad. Recordemos
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que la ecuacién polar de tal curva es

senf _ 2a

0 7p’

/ 2
donde 6 es el éngulo P AD. Luego, el limite de p, cuando # — 0 es - De

s
esta manera el punto E estd bien determinado. Lo que Pappus nos transmite
en su anterior comentario es un resultado atribuido a Dindstrato, de que fue
probado con argumentos de geometria béasica. Asi se tiene el

Teorema (Dinéstrato). El lado a del cuadrado ABCD es la media pro-

porcional entre el segmento AFE y el arco de cuarto de circunferencia BD.
Prueba. La tesis es: _
BD AB *)
AB AE
Los griegos usaron el método de demostracién indirecta que se basa en
refutar las otras dos alternativas, que en este caso, si tuviéramos (*) con
AE > AE (E” <E< E’) entonces se debe llegar a una contradiccién, y si

tuviéramos (*) con AE" < AE , también se deberfa tenar una contradiccion.
En efecto, constriyase la circunferencia de centro A y radio AE' la que
cortars a la cuadratriz en el punto P’ y al lado AB en el punto 7. Sea la
perpendicular P'G al lado AD desde P'. Dindstrato conocia que:

BD  AB
TE/ AE

(“los arcos de circunferencias correspondientes al mismo éngulo central, son
entre si como sus radios” ). Por hipétesis se tiene,

BD AB
AB  AE"’

esto vy la anterior igualdad implica que AB = TE'. Luego se debe tener

P'E = P'G, lo que es absurdo ya que la perpendicular es mas corta que
cualquier otro segmento o curva que parta de P’ al lado AD.
En el caso E”, E" < E, se obtiene también una contradiccion.
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Observemos que en el teorema de Dindstrato existe un mensaje: si ten-
emos el punto F, entonces existe un resultado que nos relaciona tres seg-
mentos con un arco de circunferencia. Luego se puede construir un segmento
b de longitud igual a la del arco BD (“construccién geométrica del cuarto
término de una proporcién conociendo a los otros tres”); ahora se construye
un rectangulo de lados 2b y a, el que tiene un &drea igual a la del circulo
de radio a. Finalmente, se construye un cuadrado de drea igual a la de este
rectdngulo (tomando como lado del cuadrado a la media geométrica de los
lados de recténgulo). De esta manera se obtiene la cuadratura del circulo via
la cuadratriz.

En aquellos argumentos estd también implicito el siguiente resultado de-
bido a Arquimedes.

Teorema (Arquimedes). El drea de cualquier circulo es igual al drea del
tridngulo rectdngulo que tiene por catetos al radio del circulo y a la longitud
de la circunferencia asociada al circulo dado.
Prueba.

Arquimedes comienza con una circunferencia C', con centro O y radio r;
y con un tridngulo rectdngulo teniendo base de longitud igual a la longitud
de la circunferencia, que llamaremos atin C.

C

Sea A el drea del circulo y T el drea del triangulo citado.
La tesis es, entonces, probar que A =T.

1
Observemos que Arquimedes conocia que T = 3 rC'. Nuevamente usamos
el método de reduccién al absurdo.

Caso: Supongamos A > T.

Entonces A—T es una cantidad positiva. Arquimedes conocia que, inscri-
biendo un cuadrado dentro de la circunferencia y repitiendo bisectando sus
lados, él podria llegar a un poligono regular inscrito dentro de la circunfer-
encia cuya area difiere del drea del circulo en una cantidad menor que A —T'.
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Es decir, se tiene A—(drea poligono inscrito)< A — T'. Por tanto, T <(érea
poligono inscrito).

Pero, viendo la figura adjunta, si () es el perfmetro del poligono adjunto,
tenemos () < C'y h < r, donde h es el apotema del poligono.

1 1
Luego, (drea poligono inscrito)= 5 h@ < 3 rC = T. Asi, Arquimedes encon-

trarfa la contradiccion (7' < T'). De esta manera, el drea del circulo no puede
ser mayor que el drea del tridngulo.

Caso: A< T.

Ahora T'— A es el exceso del drea del tridngulo sobre la del circulo. Ahora
se circunscribe un poligono regular sobre el circulo; el drea del poligono puede
exceder al drea del circulo en una cantidad menor que 7' — A.

De esta manera, (drea poligono circunscrito)—A < T'— A, es decir, érea
poligono circunscrito< T'. Si h es el apotema del poligono y @) el perimetro,
entonces r =hy @ > C.

1
Luego, (drea poligono circunscrito)= 3 h@ > 3 rC = T. Vemos que nueva-

mente se obtiene una contradiccién (7> T).
Asi, el drea del circulo no puede ser menor que la del tridngulo.

Conclusion: A =T.
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Nota. En su oportunidad estudiaremos la obra matematica de Arquimedes
y veremos otras contribuciones del genial cientifico siracusano. Por otro la-
do, cuando estudiemos el aspecto histérico de la matemadtica del siglo XIX
tendremos los recursos para comprender la solucién de Lindermann sobre la
insolubilidad de la cuadratura del circulo usando regla y compds. Sin embar-
go, creemos conveniente dar un breve panorama de los argumentos usados en
la citada solucién. Es claro que el lenguaje empleado serd la del siglo XIX.

El problema de la cuadratura del circulo permanecié insoluble desde la
época de Hipdcerates hasta 1882 en que F. Lindermann probé, de un modo
inequivoco, que la cuadratura del circulo es imposible usando regla y compas.
Veamos ([DUN. 1]).

Un nimero real es llamado algebraico si el es la solucién de alguna
ecuacién polinémica

™ + ap 12"+ 4 asx® + arx + ag = 0,

. . 4 .
donde a,,a,_1,...,a1,ay son nimeros enteros. Por ejemplo, — es algebraico
5

ya que es solucién de 5z — 4 = 0; también lo es v/2 (solucién de 2 — 2 = 0);
v/1 4 /5 es algebraico pues es solucién de z8 — 223 — 4 = 0.

Un nimero real es llamado transcendente si el no es algebraico. Una
magnitud es “constructible” si ella se puede construir con regla y compas.
Comenzamos con una longitud unidad (1); la idea es construir (con regla y
compads) otras cantidades, longitudes o niumeros.

. Todo nmimero real es constructible? ... Es claro que se pueden construir,

en tales condiciones, las longitudes 2,3,4,...; también los nimeros racionales
12 9

27314’
antiguos griegos lo hicieron), ...; son constructibles nimeros irracionales que
contengan solo raices cuadradas. Si dos magnitudes son constructibles en-
tonces se puede construir su suma, su diferencia, su producto y su cociente.

Asi, por ejemplo _4=3v2 _ o5 constructible. Se verifica que todo ntimero
, P JEINDPIO, " m q

... También se puede construir con regla y compas v/2, /5 (los

o cantidad constructible es un nimero algebraico. La pregunta crucial es: un
nimero transcendente, jes constructible? La respuesta es ... no. Por otro lado,
Lindermann probé que 7 es un nimero transcendente y esto es la clave en la
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solucién del problema de la cuadratura del circulo ya que, ™ no es un niimero

algebraico, y por tanto, 7 no es un niimero constructible con regla y comp4s.

(Tampoco serd constructible /7, pues y/7.4/T = 7 no es constructible).
Ahora estamos en condiciones de dar un panorama de la prueba del

Teorema. La cuadratura del circulo no es soluble con regla y compais.
Prueba.

Por el absurdo, asumamos que el circulo fuera cuadrable. Sin pérdida de
generalidad construyamos un circulo con radio » = 1. Entonces, su drea es
nr? = 7. Si el circulo fuera cuadrable entonces podemos emplear regla y
compds para construir un cuadrado que tenga también a 7 como drea. Sea
x la longitud del lado de tal cuadrado. Entonces tendriamos, m = drea del
circulo unitario= drea del cuadrado= 2.

Luego, x = /m; pero /7 no es constructible con regla y compds, y por
tanto el lado = no serfa constructible con regla y compés.

Conclusién: La cuadratura del circulo no es factible hacerse con regla y
compas.

(iii)Platén. La Academia.

La etapa histdrica que estamos estudiando se llama el Periodo Helénico,
una etapa muy fructifera en matematicos y pensadores, y que preparé al
gran Periodo Helenistico, época cumbre de la matemdtica griega y del
pensamiento cientifico-filoséfico.

El Perfodo Helénico comprende desde Tales y sus contribuciones, asi como
a Pitdgoras y su Escuela Pitagorica; incluye a Platén y su Academia. Este
periodo vi6 florecer matematicos de gran originalidad como Hipdcrates de
Quios, Arquitas, Hipias, Menecmo, Dindstrato, Eudoxo, entre otros grandes
pensadores. En esta época se plantearon los grandes problemas clasicos vistos
en (ii); en el intento de resolver estos problemas se introdujeron muchas bellas
ideas y métodos que ubicaron a la geometria griega en un alto nivel. Entre
esas ideas se construyeron diversas nuevas curvas, todo una novedad en esa
época.

Zenon de Elea (£450 A.C.) se hizo célebre por las dificultades que creé a
través de sus polémicos ejemplos que propuso con sus paradojas sobre Aquiles
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y la tortuga y de la flecha que vuela; ambas paradojas estdn vinculadas a la
idea del “infinito” y de las cantidades “infinitesimales”, algo que fue profundo
para aquella época. La paradoja de Aquiles lleva a considerar la suma infinita

11 1
I+ =+ +=+..
n n n

En aquella época, es claro, no se conocia la idea de limite (tuvo que pasar un
promedio de dos mil afios para que se precise tal idea). Sin tiende a “infinito”
sabemos que la suma tiende a 1. Es decir Aquiles alcanza a la tortuga y
no al contrario, como sostenfa Zenén. Su argumento fue mas filoséfico que
matemadtico, lo que produjo controvertidas discusiones sobre el infinito y
sobre lo “muy pequeno”.

El método dialéctico de Zenoén fue adoptado por Sécrates (470-399 A.C.),
famoso filésofo, hombre sabio y que estuvo interesado en “formar hombres”;
no dejo algo escrito pero conocemos de su filosoffa por los trabajos de su
célebre discipulo Platén (427-348 A.C.). La matematica debe casi nada a
Sécrates, salvo sus razonamientos rigurosamente “matemaéticos”, pero si a su
distinguido alumno.

Platén nacié en Atenas; su familia era adinerada y noble. Se le llamé
Platén por sus anchas espaldas; tuvo una cuidadosa educacién. Tenfa 20
anos cuando conocié a Sdcrates, el gran Maestro que influirfa en su vida
de filésofo. Cuando murié Sdécrates, Platén viajé mucho por el mundo de
entonces; estuvo en Egipto, en el Oriente y en la Magna Grecia. A su regreso
a Atenas en el ano 377 fundé una escuela de filosofia, la Academia, la que fue
un ambiente de estudio, de meditacién y de discusiones de variados temas.
A diferencia de otros pensadores de la Antiguedad, la mayor parte de su
obra nos ha llegado; escribié diversas obras como son, La Repiiblica, Fedon,
Timeo, Teeteto y Epinomis.

Platoén en si no fue un matematico, menos atin lo fue su maestro Sécrates,
pero en la Academia florecieron bajo su estimulo, diversos matematicos que
contribuyeron con aportes valiosos a la matematica. Alumno distinguido de
Platén fue Aristételes, quien fue un sabio filésofo y tuvo amplios conocimien-
tos de su época. El periodo comprendido entre la muerte de Sécrates y la de
Aristételes tuvo dignos representantes de la matemadtica griega, como son:
Teodoro de Cirene (470-390 A.C.), Teeteto (415-369 A.C.), Eudoxo de Cnido
(408-355 A.C.), Menecmo (£350 A.C.), Dindstrato (£350 A.C.) y Autdlico
de Pitania (£330 A.C.). Platén fue cautivado por la belleza de la mateméti-
ca de su época, llegando a ponerla en la cumbre del pensamiento humano.
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Se afirma que en la puerta de la Academia se escribié: “No entre aqui nadie
que ignore la geometria”. Platén fue un hacedor de matematicos y ahi rad-
ica béasicamente su influencia a la historia de la matemaética. Sus reflexiones
son originales y de valor filoséfico en particular; ellos se encuentran en sus
“didlogos”. Se afirma que hizo algunas contribuciones matematicas propias;
se interesé sobre: los sélidos regulares y semi-regulares; sobre la construccion
de los sélidos regulares; las medias geométricas entre dos nimeros cuadrados
y dos niimeros ciibicos; comenté sobre el problema de la duplicacién del cubo;
le interesé la delicada idea de los inconmensurables.

Segin Platén, su maestro Teodoro de Cirene fue el primer mateméti-
co en demostrar la irracionalidad (en la terminologia actual) de las raices
cuadradas de nimeros naturales que no son cuadrados perfectos; demostré
que V2,3, ...,v/17 son nimeros irracionales. Platén distingui6 entre la ar-
itmética (teorfa de nimeros) y la logistica (técnica de computar nimeros).
Debemos remarcar que estamos en el siglo IV A.C.; el anterior fue el siglo de
Pericles; entre ambos perfodos se produjo un engrandecimiento del conocimien-
to en general, algo similar a lo que ocurrirfa muchos siglos despues en el Re-
nacimiento Italiano. Platén vive en el auge del siglo IV, asf como su célebre
alumno Aristételes, quien funda el Liceo. La Academia y el Liceo fueron dos
grandes centros del saber, de la filosoffa y tuvieron influencia en el desarrollo
de la matematica. Platén solo reconocia a las construcciones hechas con regla
y compds por la belleza que se logra con tales instrumentos; la linea y la cir-
cunferencia son la base para construir los entes geométricos. También alabd
al tridngulo pues las caras de los poliedros regulares pueden simplificarse a
tridngulos y para Platén los poliedros regulares eran divinos objetos que los
utilizé para interpretar a la naturaleza. Platén idealizé a la matemadtica en
contra de su origen histérico de haber surgido en intima relacién con la natu-
raleza fisica. (Ver [ALM], [HEA] Vol. I para otros comentarios). El idealismo
platénico se orienté a resaltar la naturaleza ideal de las verdades matemati-
cas; estas ya pre-existen en el universo eterno de las ideas. Sus argumentos
bésicos serfan recogidos por Euclides en los Elementos.

La Academia de Platén fue el centro matematico del mundo de entonces;
ahf se cultivaron matematicos de gran nivel cientifico, famosos maestros e in-
vestigadores. En opinién de los investigadores de la Historia de la Matemadtica
fue Eudoxo de Cnido (4087-3557) el matemadtico y astrénomo mas célebre
de su época; fue el discipulo que glorificé la influencia que tuvo Platén en la
matematica.
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(iv)Eudoxo de Cnido.

En la Academia Platén tuvo distinguidos discipulos; uno de ellos fue
Teeteto de Atenas quien fue un brillante estudiante y en un combate fue
seriamente herido; llevado a casa de Platon fallecié al poco tiempo. En memo-
ria a su alumno, el maestro publicé el didlogo “Teeteto” en donde narra un
didlogo entre Sécrates, Teodoro y Teeteto, cuando éste era muy joven. Teete-
to probd que “la raiz cuadrada de un niimero natural es irracional si y solo
si el nimero natural no es un cuadrado”. Se afirma que su obra sirvié de
material para los Libros X y XIII de los Elementos de Euclides.

Otro distinguido estudiante de la Academia fue Eudoxo de Cnido. A los
23 anos viajo a Atenas para estudiar con Platén. Fue un hombre polifacético
pues fue filésofo, orador, astrénomo, médico y famoso matemdtico. Viaja a
Egipto para aprender la astronomia de los antiguos egipcios. Siendo ya un
renombrado cientifico, cuando estaba en Atenas tenia frecuentes discusiones
con su maestro sobre delicados temas del saber de la época. Poco se sabe de
fuente directa de su obra; se la conoce a través de los comentaristas. Sus dos
contribuciones mas importantes son: e la teoria de las proporciones, la
que encontramos en el Libro V de los Elementos; e el método exhaustivo.
Segin Proclo, Eudoxo contribuyé con diversos teoremas en geometria, en
donde perfeccioné el andlisis y la sintesis; estudié a los nimeros irracionales
con un rigor que perduré hasta el siglo XIX, época en que se formaliza la
teoria de los niimeros irracionales con Dedekind. Arquimedes reconocié que a
Eudoxo le pertenece el llamado “axioma de continuidad” que afirma: <dadas
dos magnitudes entre las que existe una razon, se puede encontrar un miltiplo
de uno de ellos que exceda a la otra>>. Este resultado fue vital en el desarrollo
posterior de la matemdtica. Asi, se tiene el siguiente resultado, bésico en el
método exhaustivo:

Proposicién [E]. <Si de cualquier magnitud se sustrae una parte su-
perior o igual a su mitad y si del resto se sustrae una parte superior o igual
a su mitad, y si se continiia este procedimiento de subdivisién, quedard una
magnitud mas pequena que cualquier magnitud dada de la misma especie>> .

Teoria de las Proporciones.

Como el método exhaustivo es una generalizacién de la teoria de las pro-
porciones, comenzamos viendo algunos argumentos de ésta teorfa, ([STI],
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[MOI]). La teoria de las proporciones de Eudoxo es expuesta en el Libro V
de los Elementos de Euclides. La teorfa permite tratar a las longitudes como
nimeros, nimeros racionales. Remarcamos que los antiguos griegos no acept-
aban a los nimeros irracionales pero si a las longitudes irracionales, como es
la diagonal del cuadrado unitario, por ejemplo.

Una longitud es rracional si ella es miltiplo de una longitud fija. La
singular idea de Eudoxo fue: “una longitud L es determinada por aquellas
longitudes racionales menores que ella, y por aquellas longitudes racionales
mayores que L”. Asi, si L; y Ly son dos longitudes dadas, diremos que L; =
Lo si cualquier longitud racional menor que L; es también menor que Lo, y
si cualquier longitud racional menor que Ly es también menor que L. Asi
también diremos que L; < Ly si existe una longitud racional mayor que L,
pero menor que Lo.}

En tales argumentos estd presente la idea del infinito, que los griegos
siempre evitaban, pero obsérvese que existe un nimero infinito de longitudes
irracionales menores que L. Eudoxo “evita al infinito” usando la palabra
“arbitraria” longitud racional menor que L. El estuvo muy cerca de construir
a los numeros irracionales y no esperarse dos mil anos! para que se elabore
tal teorfa. La clarificacién del infinito fue logrado con la teoria de conjuntos
de Cantor en el siglo XIX. Con esta teoria y el trabajo de Dedekind (1872) se
pudo construir al niimero irracional. Es asombroso la similitud de la moderna
teorfa con lo hecho por el viejo matemstico griego. Asi, v/2 es definido por
el par de conjuntos (r es nimero racional):

{r/r2 <2}y vy A{r/r?>2}.

La idea es similar para definir cualquier otro nimero irracional. Este
método es la famosa “Cortadura de Dedekind”, algo que estaba latente
dos milenios atras en la mente de Fudoxo.

El Método Exhaustivo.

Los primeros problemas que ocurrieron en la historia del cédlculo estu-
vieron relacionados con la computacién de &dreas, volimenes y longitudes
de arcos. El método exhaustivo, atribuido a Eudoxo, estd en tal relacion y
es una generalizacién de la teorfa de las proporciones ya que asi como una
longitud irracional (por precisarse) es determinada por longitudes racionales
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(conocidas), de un modo mas general ahora se trata de determinar cantidades
desconocidas via aproximaciones, bien cercanas, usdndose figuras conocidas.
El ejemplo histérico es el dado por Eudoxo, que aparece en el Libro XII de
los Elementos de Euclides, y que consiste en aproximar al circulo (su drea)
via poligonos (regulares) inscritos y circunscritos (ver figura (i) adjunta). En
esta direccion se tiene el

Figura (i)

Lema. La diferencia en drea entre un circulo y un poligono regular inscrito
puede hacerse tan pequeno como se desee.
Prueba.

Usaremos la Proposicién [E]. Sea AB el lado del poligono inscrito y M el
punto medio del arco AB.

1
Ver figura (ii). Se tiene, drea tridngulo AM B = 5 (drea rectangulo ABSR).

Duplicando el nimero de lados del poligono, el drea del poligono crece
en mas de la mitad de la diferencia en &rea entre el circulo y el poligono.
Repitiendo este argumento, es decir, duplicando el nimero de lados tanto
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como convenga, podemos hacer la diferencia en &rea entre el circulo y el
poligono menor que cualquier drea asignada, por pequena que sea.
|

Remarcamos que la Proposicién [E] aparece en Euclides, Libro X.1. Este
resultado se aplica también, via el anterior lema, en el siguiente teorema, que
estd en Euclides XII.2.

Teorema. Si Ay y As son las dreas de dos circulos que tienen didmetros dy
y do respectivamente, entonces
2
A _d
=—.
Es decir, las areas de dos circulos son proporcionales a los cuadrados de
sus didmetros.

Prueba.
. . p _df
Segtin el método griego, supongamos que tuviéramos L > 2 entonces
2 2

podemos inscribir en la primera circunferencia (cuyo circulo tiene drea Aj;)
un poligono regular Py cuya drea a (P;) difiere tan poco de A; tal que teng-
a(P) - di

Ag d3
circunscrito a la segunda circunferencia. Entonces, por un resultado sobre
poligonos regulares semejantes, se tiene que

amos aun . Sea ahora P, un poligono regular semejante a P,

CL(Pl) _d_%
a(P) d3

Luego tenemos a (P,) > As, de donde

a(P) _a(P) df
> — 9
A2 CL(PQ) d%

A d?
lo que es absurdo. Con un argumento similar, si T < d—;, tendremos también
2 2
una contradiccion.
A4
Conclusién: — = —.
A2 d2
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Corolario. En general, si A es el drea de un circulo de didmetro d, entonces

1 1
A =kd?* con k= e (Tome dy = 1 y por tanto Ay = 17?)

Nota. Cuando estudiemos a Arquimedes, veremos como el método exhaus-
tivo, llamado también del “agotamiento”, se puede aplicar para resolver el
problema de la cuadratura de un segmento parabdlico.

En el ano 386 A.C., Eudoxo se establecié en Cizica, en donde fundé una
Escuela, la Escuela Cizica, en donde desarrollé muchas de sus ideas cien-
tificas. Eudoxo fue un ilustre pensador que contribuyé magistralmente en
diversos campos del conocimiento; también fue un hombre prtiblico. Se afirma
que fue el fundador del primer observatorio que se conozca. Con su mente
matematica, estudié a las constelaciones; construyé y usé un planetario para
explicar el movimiento de los planetas y de los cuerpos celestes. Sin duda,
fue el fundador de la astronomia matemética. Como astrénomo nos ha lle-
gado diversas contribuciones; asi tenemos su obra la “teoria de las esferas
concéntricas”; se afirma que él fue el primero en calcular la distancia de la
Tierra al Sol y a la Luna; escribié un tratado sobre astronomia, el “Espe-
jo y Fenémena”, en donde describe la posiciéon de las constelaciones; fue el
iniciador de lo que se llamarfa la mecédnica celeste. Realizé diversos inven-
tos. En su Escuela tuvo varios célebres discipulos, entre los que tenemos a
los hermanos matemaéticos Dindstrato y Menecmo, a quienes ya hemos
mencionado cuando estudiamos a la cuadratura del circulo.

Menecmo (375-325 A.C.) estudi6é con Eudoxo y fue un destacado dis-
cipulo, quien lleg6 a ser profesor del Conquistador Alejandro. Segtin Proclo,
Menecmo resolvié el problema de la duplicacién del cubo usando un nove-
doso método: el de las secciones coénicas, que él descubrio. (Ver la seccién
sobre la duplicacién del cubo). Estas secciones fueron descubiertas como las
secciones de un cono. La pardbola fue definida como la interseccién de un
cono circular recto y un plano paralelo a una linea recta en la superficie del
cono. En la solucién del problema de la duplicacién del cono, Menecmo debe

2

haber usado las pardbolas y = g% y=z= y?, las que se encuentran en un
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punto cuya y-coordenada es /2.

Histéricamente, /2 no es un nimero constructible con solo regla y com-
pés, lo que (como sabemos) fue probado por Wantzel en 1873.

(v) Fin del Periodo Helénico.

Luego de la muerte de Alejandro Magno en el ano 323 A.C. su imperio
se desmembro; sus generales se repartieron los territorios conquistados. Por
ejemplo, Ptolomeo se quedé con Egipto. Aristételes que estaba en Atenas,
sin el apoyo de Alejandro, tuvo que abandonar la ciudad. En el mundo griego
se producen rdapidos cambios, tanto en el campo politico como en el cultural;
surge un nuevo perfodo, la civilizacién Helenistica, la que ha de lograr
mayores niveles cientificos que la Helénica. La ciudad de Alejandria, funda-
da por el joven Conquistador, pasaria a reemplazar a Atenas como la capital
del mundo cultural del mundo de entonces. Entramos a la Edad de Oro de
la matematica griega.

1.2.5. Euclides. Los Elementos.
(i) La Escuela de Alejandria.

Los siglos V y IV A.C. fueron el escenario en que hemos estado en las
iltimas sub-secciones. La muerte de Alejandro precipité el derrumbe de su
imperio, tanto en el aspecto politico como cultural. En el transito del siglo
IV al I1I, la figura de Aristételes influyé mucho en el nivel cultural del mundo
griego. Surgieron cambios que produjo un gran progreso en diferentes campos,
como en la medicina, la astronomia, la geografia, la mecdnica, la matematica,
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entre otros. Con muy buen criterio surgieron mecenas que apoyaron a la
investigacion cientifica y al cultivo de las artes, entre otras manifestaciones
del que hacer humano.

Un singular papel correspondié a la dinastia de los Ptolomeos en Egipto;
ellos crearon el ambiente apropiado para la presencia de grandes maestros e
investigadores de la época. Asi, Alejandria se convierte en el foco de la cultura
universal, en el centro del que hacer cientifico. Con tal fin se construyeron la
Biblioteca y el Museo. En estos ambientes muchisimos hombres dedicados
al estudio, a la meditacion y a la investigacién pasaron horas dedicadas a la
produccién intelectual. Asi surge la gran Escuela de Alejandria.

La Escuela Aristotélica, con su gran biblioteca, inspiré a los primeros
Ptolomeos para la fundacién de la gran Biblioteca de Alejandria ocurrida en
la época en que muere Aristételes. La Biblioteca reunié una gran cantidad de
obras de la antiguedad, algunas de las cuales se re-escribieron utilizando el
papiro existe en Egipto. Ella fue dirigida por los hombres mas sabios, como
lo fue Erastéstenes, por ejemplo, en el siglo II. En el siglo I A.C. se calcula
que llegé a tener un promedio de 700,000 voliimenes. Lamentablemente, esta
hermosa Biblioteca tendria un irracional fin!

La antiquisima civilizacién egipcia cautivé a Alejandro razén por la cual
fundé una ciudad, que llevaria su nombre, que se constituyé en el centro de
la civilizacién griega, y que se colocé al frente de la cultura moderna. Alejan-
drfa fue una ciudad cosmopolita, en donde también se cultivé la filosofia y la
religién. El primer Ptolomeo fue un general de Alejandro quien mostroé su in-
teligencia y astucia al crear la gran Academia o Museo de Alejandria y cuidar
personalmente la 6ptima seleccién de sus miembros, tradicion que heredarfan
los otros Ptolomeos. El Museo fue un templo o instituto cientifico-filoséfico-
artistico; era una especie de actual universidad en que residian, pagados por
el Estado, los mas renombrados sabios quienes eran invitados desde todas
partes del mundo de entonces. Las tinicas obligaciones que tenian eran las
de ensenar e investigar. En este ambiente surgieron los tres mas grandes
matematicos de la antigua Grecia: Euclides, Arquimedes y Apolonio, so-
bre todo estos dos tltimos por la gran originalidad de sus trabajos. Con los
tres pensadores se llego a la “Edad de Oro” de la matemética de la An-
tiguedad. A Arquimedes se le considera uno de los mas grandes matemaéticos
de la historia de nuestra ciencia.
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(ii) Euclides.

Poco se conoce sobre la vida del autor del quizds el mas famoso libro de
matemadtica que se haya escrito, al menos por perdurar mas de dos mil anos
de vigencia; ain en nuestro siglo XXI se sigue ensenando lo que escribio el
viejo FEuclides en los Elementos.

La fuente sobre algunos rasgos de su vida proviene del trabajo histérico
de Proclo. Segiin este historiador, Euclides vivié alrededor del afio 300 A.C.
Se afirma que fue un hombre modesto, afable; fue un gran Maestro y honesto
con los trabajos matemaéticos que no le pertenecian. Ptolomeo le encargé
la ensenanza de la matemadtica en el Museo o Universidad de Alejandria.
Seguramente fue un sabio que dedicé mucha pasién a su trabajo; la tarea de
escribir una obra de la dimensién de los Elementos parece indicar ello.

Dejemos que Proclo nos ilustre sobre algunos datos sobre la vida de este
famoso gedémetra: < Euclides florecié en el reinado de Ptolomeo I, porque es
citado por Arquimedes, el cual nacié en el fin del reinado de este soberano,
y ademds de esto, ndrrase como Ptolomeo, preguntando un dia a Euclides
si para aprender la geometria no existia un camino mas corto de que los
Elementos, recibié como respuesta: “En la geometria no existen caminos he-
chos expresamente para los reyes”. Euclides es, por tanto, posterior a los
discipulos de Platén, pero anterior a Eratdstenes y a Arquimedes, los cuales
fueron contempordneos, como afirma Eratéstenes. Euclides era platénico de
opiniones y muy familiar con la filosoffa del Maestro, tanto que pone en la
parte final de sus Elementos la construccién de las figuras platénicas (cuerpos
regulares)>> .

Proclo continta diciendo: <Se poseen de él muchas otras obras matemati-
cas escritas con singular precision y de un elevado cardcter teérico. Tales son
la Optica, la Catéptrica, los Elementos de Musica y también los libros Sobre
las Divisiones. Pero son de admirar especialmente sus Elementos de geometria
por el orden que reina en ellos, por la eleccién de los teoremas y de los prob-
lemas considerados como fundamentales, puesto que no ha incluido todos
aquellos que estaba en condicién de dar, sino uinivocamente aquellos capaces
de funcionar como elementos, y también por la variedad de los raciocinios
que son conducidos de todas las maneras posibles ya partiendo de las causas,
ya remontando de los hechos, pero siempre son convincentes e irrefutables,
exactos y dotados del tono mas cientifico. Agréguese que utiliza todos los
procedimientos de la dialéctica: el método de divisiéon para determinar las
especies, el de la definicién para los razonamientos esenciales, el apodictico
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en la marcha de los principios a las cosas y el analitico en la marcha inversa
de lo desconocido a los principios. Ese tratado también nos presenta en forma
bien separada los distintos tipos de proposiciones reciprocas, ya muy simples,
ya méas complicadas, pudiendo la reciprocidad cumplirse entre el todo y el
todo, entre el todo y una parte, entre una parte y el todo o entre una parte y
una parte. ... ... Este libro tiene entonces por objeto purificar y ejercitar la in-
teligencia mientras los Elementos constituyen la gufa mas segura y completa
para la contemplacion cientifica de las figuras geométricas>> .

Se relata que alguien que comenzaba a estudiar geometria con el aseso-
ramiento de Fuclides, le pregunté al Maestro después de haber aprendido el
primer teorema, “;qué recibiré por aprender estas cosas?”. Como respues-
ta, Euclides le dijo a su esclavo, “dale tres monedas, puesto que necesita un
beneficio de lo que aprende”.

Debemos remarcar que por un buen tiempo (hasta el siglo XV), Euclides
de Alejandria, nuestro personaje, fue confundido con Euclides de Mégara, un
notable filésofo griego. Si pocos datos se tienen sobre la vida de este notable
profesor, a través de su obra, de sus escritos, sobre todo por sus Elementos,
conocemos mucho mejor su vida intelectual.
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(iii) Los Elementos.

Segiin Proclo, antes de Euclides, ya Hipdcrates, Leao y Tendio habian
escrito otros “Elementos”. Es concenso de que Euclides recolecté magistral-
mente casi toda la matematica de su época (no solamente en sus Elementos,
si no también en otros escritos).

Debido a ello es dificil precisar el nivel de originalidad de su parte. Hay
otro argumento a favor del ilustre griego: si solo se hubiera dedicado a re-
escribir los descubrimientos de otros mateméticos, al haberse perdido los
escritos de ellos, y por la bella forma como fueron escritos, con el rigor y con-
sistencia actual, todo ello hace que la figura de Euclides tenga la dimension
histérica que le reconoce la posteridad. A través del tiempo hubieron algunos
criticos que no le daban el valor que merece; la frase “abajo Fuclides” se es-
cuch¢6 alguna vez. No participamos de esta opinién; el solo haber perdurado
los Elementos mas de dos mil anos ya amerita su valor como obra universal,
solo superable por la Biblia. Proclo en su comentario dado antes, alaba muy
favorablemente a los Elementos. Esta obra consta de trece libros, a los que
hay que agregar dos libros mas, escritos como apéndices a los Elementos.

Remarcamos que los Elementos es una obra que en gran parte es una
recoleccién de escritos realizados por sus predecesores y contempordneos.
En efecto, los Libros I y II contienen los trabajos de Pitdgoras y de los
primeros pitagoricos; el Libro III es en base al trabajo de Hipdcrates; los
libros IV, VI, XI y XII recoge la produccién de los tdltimos pitagéricos, asi
como de las Escuelas Ateniences. El Libro V trata de la obra de Eudoxo y
parte de Pitdgoras. El Libro X considera resultados de Teeteto, con algunas
aplicaciones que aparecen en el Libro XIII. Se podria pensar entonces, ;dénde
estd el valor de Euclides? ... La respuesta es que el valor radica en que fue
una obra minuciosamente escrita, con un sistema légico consistente y con una
completitud admirable. Por la metodologia empleada es una obra altamente
original.

A fin de visualizar un contenido sucinto de los trece libros de los Elemen-
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tos, presentamos el siguiente cuadro.

Libro I Libro IT Libro IIT
proporciones sobre principio del teoria del circulo,
triangulos, perpendiculares, | |algebra geométrical [de las lineas y angulog
paralelas y paralelogramos

Libro IT ' .
inscripciones y Libro V Libro VI
circunscripciones teoria de las relacion entre las
de poligonos; algunas proporciones de| | superficies de las
construcciones Eudoxo figuras.
Libro VII Libro VIII Libro IX
Teoria de las grandezaqracionales y de Iso numeros enteros
triangulos, perpendiculares, propqrciones con,tiquas,
paralelas y paralelogramos progresiones geometricas,

numeros perfectos.

Libro XIII Libro X1 Libro VI
teoriagrandezas irracionales; geometria del espagdio; rectas, planos
nocion de inconmensurabilidad. volumenes de
Es el mas dificil y mas admirado solidos; método
exhaustivo.

Libro XIII

poliedros regulares.

Debemos resaltar que los Elementos es una obra de “matemética pura”;
no contiene aplicaciones précticas. Sin embargo, su contenido fue aplicado a
través del tiempo en problemas de la ingenierfa, de la fisica, de la astronomia,
... Ademas, observemos que los seis primeros libros estidn dedicados a la
geometria plana; los tres siguientes tratan sobre la teorfa de nimeros; el
Libro X contiene el tema mas delicado de la obra, los inconmensurables. Los
tres tltimos libros se dedican bésicamente a la geometria del espacio. Como
apreciamos los Elementos es un completo tratado de la matematica de esa
época, que a decir de Proclo: <los Elementos constituyen la guia mas segura
y completa para la contemplacién cientifica de las figuras geométricas™>.

Los Elementos comienzan con una lista de 23 definiciones, algunas de
las cuales, a decir de Boyer ([BOY]) “no definen nada”. Esta primera parte,
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dedicada a dar los aspectos bésicos, los puntos de partida, no podifan ser muy
exigentes dada la época en que fue escrito el libro. Es conveniente remarcar
que tal rigurosidad del método axiomatico ha de lograrse solo a mediados del
Siglo XIX. La influencia de Platon, su idealismo, en Euclides es algo que se
nota en los Elementos. Enfatizamos que desde el inicio del presente escrito,
tratamos de respetar el estilo antiguo en que fueron redactados los originales;
esta metodologia la seguiremos respetando en lo sucesivo. Asi, Euclides dice,
postiilase que:

(1) por cualquier punto se puede trazar una recta que pasa por otro punto
cualquiera;

(2) toda recta limitada puede prolongarse indefinidamente en la misma
direccion;

(3) con un centro dado y un radio dado se puede trazar una circunferencia;
(observamos que en muchos textos se usa la palabra “circulo” en vez
de “circunferencia”);

(4) todos los dngulos rectos son iguales entre si;

(5) si una recta, al cortar a otras dos, forma los dngulos internos de un
mismo lado menores que dos rectos, esas dos rectas prolongadas in-

definidamente se cortan del lado en que estdn los dngulos menores que
dos rectos.

Fuclides también comienza con cinco Nociones Comunes, que son:

(1)" cosas que son iguales a la misma cosa son iguales entre si;
(2)" si iguales se suman a iguales, los resultados son iguales;
(3)" si iguales se restan de iguales, los restos son iguales;

(4)" cosas que coinciden una con otra son iguales entre si;

(5)" el todo es mayor que la parte.
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Los cinco postulados (o axiomas) y las cinco nociones comunes serian el
soporte para construir al edificio geométrico. Si observamos con atencién a
los diez anteriores enunciados, seguramente a la luz de nuestra época, ellos
adolecen de diversas debilidades. Estas deficiencias vienen ya cuando Euclides
entiende otras nociones mas bésicas atin de una forma nada claro. Asi, para
Euclides “un punto es lo que no tiene parte”, “una linea es una longitud sin
anchura” o “una superficie es lo que tiene solo longitud y anchura”. Desde
la época de Aristételes hubo la cuestion de distinguir entre el significado de
axioma y de postulado. Asi, axioma es algo conocido o aceptado como ob-
vio, en tanto, la palabra postulado significa algo que se impone o exige. Por
ejemplo, las nociones comunes (1) a (5)" serfan cinco axiomas, mientras que
los enunciados (1) a (5) serfan postulados. (Actualmente hay poco interés
en tal distincién). Hemos mencionado algunas definiciones que Euclides con-
sideré de inicio (“punto”, “linea”, “superficie”). Precisemos ellas y algunas
otras mas.

Definicién 1. Un punto es aquello que no tiene parte.

Definicién 2. Una linea es una longitud angosta.
Definicién 3. Las extremidades de una linea son puntos.

Definicién 4. Una linea recta es una linea la cual descansa llanamente
sobre sus puntos.

Definicién 10. Cuando una linea recta estd en posicion sobre otra linea
recta y forman dngulos adyacentes iguales, cada uno de los dngulos iguales
es recto, y las lineas rectas son perpendiculares entre si.

(Una linea recta es perpendicular a la otra).

Definicién 15. Un circulo es una figura plana tal que todas las lineas rectas
a partir de un punto y que caen sobre la figura, son iguales una a otra.

©
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(“Un punto” es el centro del circulo; “lineas rectas” son los radios).

Definicién 23. Lineas rectas paralelas son lineas las cuales estdn en
algin plano y si se les prolongan indefinidamente en ambas direcciones, ellas
no se encuentran en cualquier direccion.

A

Nota. Observemos que con las definiciones dadas, los postulados (1) a (5)
son ahora mas claros.

El Quinto Postulado (5).

El postulado (5) tiene un interés histérico especial. Posiblemente Euclides
traté de demostrarlo sin tener exito. Por siglos los matemaéticos trataron
de clarificar su significado pero todo intento de probarlo fall6 o se dieron
demostraciones erradas. En tal intento, se formularon versiones equivalentes
a (5) y se intenté probar tales versiones; no se obtuvo éxito.

Una de esas versiones establece que “dada una linea recta y un punto fuera
de ella, existe una y sola una linea recta que pasa por el punto y es paralela a
la linea recta dada”. En verdad, el quinto postulado caracteriza a la geometria
de Euclides; negarlo es entrar a las geometrias no-euclideanas, como en efecto
llegaron diversos matemaéticos. Esto es una historia que sucesivamente iremos
presentando.

Los Elementos es una gran coleccion de 465 proposiciones que tratan sobre
geometria plana y del espacio, asi como de teorfa de nimeros. A continuacion,
en forma breve, trataremos algunas de tales proposiciones. Un estudio com-
pleto de los Elementos debe ser un reto muy arduo, y estd lejos de lo que
presentamos en esta oportunidad.

LIBRO 1

Este libro contiene 48 proposiciones; las 32 primeras tratan sobre propiedades
de los tridngulos; una de ellas (la tltima de esta parte) afirma que: “la suma
de los dngulos de un tridngulo es constante e igual a dos rectos”. El quinto
postulado recién aparece en la proposicién 29 (luego, las anteriores proposi-
ciones son independientes de tal postulado).
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Proposiciéon 1. Dada una linea recta finita, construir un tridngulo equi-
latero.
FEste resultado lo hemos mencionado en la construccion (2), 1. 2.4 (i).

Proposiciéon 4. Si ABC y DEF son dos tridngulos tal que L ABC =
ADEF, AB = DFE y BC = EF, entonces los tridngulos dados son iguales
(congruentes en terminologia actual).

Esta proposicion es conocida como la Proposicion LAL.

Proposicion 5. Los dngulos base de un tridngulo isdsceles, son iguales. FEsto
es, dado el tridngulo ABC, si AB = AC' entonces LABC = LACB.
Prueba. Euclides extiende AB hasta F'y AC hasta G de modo que AF =
AG. Luego, por la proposiciéon LAL se tiene que los tridngulos FAC 'y GAB
son iguales. Por tanto, F'C'= GB y £F = £(G.

.": G

Desde que BF = CG, se tiene (nuevamente por LAL) que los tridngulos
FBC y GCB son iguales. Entonces, { FBC = {GCB, ABCF = £CBG.
Como, LABG = LACF, se tendrda {ABG — £CBG = LACF — £BCF,
esto es, {ABC = LACB.

[ |

Proposicién 6. (Reciproco de la proposicion 5). En el triagngulo ABC, si
LABC = LACB entonces AB = AC.
Prueba. En la prueba de esta proposicién encontramos por primera vez el
método de reduccién al absurdo, algo que serd usado frecuentemente por los
griegos. Asi, supongamos que AB # AC, por ejemplo que AB > AC. Sea D
tal que BD = AC. Unamos D con C'.
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Entonces los tridngulos DBC'y AC B son iguales (proposicién 4), absurdo
va que el tridngulo DBC' es mas pequeno que ABC.

A

B C

Andloga contradiccién se obtiene si se asume AB < AC. Luego, AB = AC.
[ |

Proposicion 8. Sean ABC y DEF dos tridangulos tal que AB = DE, BC =
EF y CA = FD. Entonces los tridngulos son iguales. (Proposicion L-L-L).
Prueba. Supongamos que los tridngulos no fueran iguales (congruentes);
entonces existird un punto A', diferente de D, A" y D a un mismo lado de
EF, tal que el triangulo ABC es igual al trigngulo A'EF.

Desde que A'E = AB = DE, tenemos £ A DE = {DA'E.

También tenemos A'F = AC = FD, luego, KFA'D = {FDA'.

C

A B

Pero, {A'DE > £A'DF; luego, {DA'E > £DA’'F, absurdo.
Luego, el tridngulo ABC es igual al tridngulo DEF.

Proposicion 9. Dividir un dngulo rectilineo en dos partes iguales.
Solucioén.

Euclides dice, sea BAC un dngulo rectilineo dado. Trataremos de di-
vidirlo en dos partes iguales. Sea D un punto elegido arbitrariamente en AB;
sea AFE igual a AD sobre AC.

Unir D con E y construir sobre DFE el tridngulo equildtero DEF (Prop.
1), unir A con F.
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Afirmo que el dangulo BAC' est4 dividido en dos partes iguales por la recta

AF.
A

Porque, por ser AD = AE y AF comun, los lados DA y AF son iguales a los
lados EA y AF respectivamente; y la base DF es igual a la base EF'; luego,
el angulo DAF es igual al dngulo FAF. Por lo tanto, el dangulo rectilineo
BAC ha sido dividido en dos partes iguales por la recta AF.

[ |

Proposicion 11. Trazar una linea recta en dngulos rectos a una linea recta
dada desde un punto sobre ella.

Asi, sea AB la linea recta dada y C un punto sobre ella. Se requiere trazar
desde el punto C una linea recta que haga dngulos rectos a la linea recta AB.
Solucién.

Sea D un punto arbitrario sobre AC'; sea C'E igual a C'D. Sobre DE
construimos un tridngulo equildtero F'DE; unimos F' con C. Yo digo (dice
Euclides) que la linea recta F'C' es la buscada. Porque, desde que DC' = CE
y CF es comtn, los dos lados DC, C'F son iguales a los dos lados EC, C'F
respectivamente; la base DF es igual a la base F'F/, luego el dngulo DCF' es
igual al angulo EC'F, y ellos son dangulos adyacentes.

F

A D (& E B

Luego, por la Definicién 10, cada uno de esos dngulos iguales es recto.
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Luego cada dangulo DC'F, FCEFE es recto. Por tanto la linea recta C'F' es

la recta requerida.
[ ]

Proposicion 15. Si lineas rectas se cortan una a otra, ellos hacen dngulos
verticales iguales uno a otro.

A

Prueba. Ejercicio.

Proposicion 16. En cualquier tridangulo, si uno de los lados es extendido, el
dngulo exterior es mayor que cualquiera de los dngulos interiores opuestos.
Prueba.

Dado el tridngulo ABC' con BC extendido a D, debemos probar que
angulo DC'A es mayor que el dngulo CBA 6 el dngulo CAB.

Euclides bisecta AC' en E (Proposicién 10), luego traza la linea BE
(primer postulado).

El postulado (2) le permite a él extender BE' y entonces construy6 EF =
EB (Proposicién 3). Finalmente Euclides construye F'C.

B C D

Mirando a los tridngulos AEB y CEF, Euclides observa que AF = CE
(biseccién); los dngulos verticales AEB y F'EC son iguales (Proposicién 15);
ademds, EB = EF (por construccién). Luego, tales tridngulos son iguales
(congruentes) (LAL); entonces se tiene que dngulo BAE es igual al éngulo
FCE. Pero, sangulo DCA es mayor que el angulo FCE (por (5)'). Luego,
el dngulo exterior DC'A excede al dangulo interior opuesto BAC'. En forma
similar se tiene que el angulo DC' A es mayor que el dngulo ABC.
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Proposicion 20. En cualquier triangulo dos lados tomados juntos de cualquier
manera, es mayor al lado restante.

Porque sea ABC' un tridngulo, yo digo (Euclides) que en el tridngulo
ABC dos lados tomados juntos en cualquier manera es mayor que el lado
restante; ast,

BA, AC es mayor que BC

AB, BC es mayor que AC

BC, CA es mayor que AB.

Prueba.

Sea BA prolongada hasta el punto D tal que AD = AC'; inase D con C.

Entonces, desde que DA = AC, el angulo ADC' es igual al angulo AC'D
(Proposicién 5), luego el angulo BC'D es mayor que el éngulo ADC ((5)").

D

B C

Desde que DC'B es un tridngulo teniendo el &ngulo BC' D mayor que el dangulo
BDC, y el éngulo mayor es subtendido por el lado mayor (Proposicién 19),
luego DB es mayor que BC. Pero DA = AC’; luego, BA, AC' es mayor que
BC'. Similarmente se puede probar que AB, BC' es también mayor que C'A;
y BC, CA que AB.

[ |

Nota. Recalcamos que, en lo posible, estamos conservando el estilo linguis-
tico y notacional que usé Euclides al escribir los Elementos.

Proposicién 26. (AAL). Si dos tridngulos tienen dos dngulos iguales a dos
angulos respectivos, y un lado igual a un lado, asi ... que subtiende uno de
los dngulos iguales, entonces ellos también tendrdn los restantes lados igual
a los restantes lados y el restante dngulo igual al restante dngulo.

Prueba.



1.2. MATEMATICA GRIEGA. 131

Segin la figura adjunta, la hipétesis es:
dngulo ABC = dngulo DEF, &angulo ACB = éngulo DFE y AB= DEFE.
Euclides afirma que:
dngulo CAB = éngulo FDE, BC =FEF y AC = DF.

FEuclides asume que, por ejemplo BC' > E'F'. Entonces es posible construir
BH tal que BH = EF. Unir A con H.

C i

A B D E

Ahora, desde que AB = DE, éngulo ABC = éngulo DEF y BH =
EF, por LAL se tiene que tridngulo ABH = tridngulo DEF. Luego, dngulo
AHB = éngulo DFE.

Fuclides ahora pone atencién al tridngulo AHC'. Se observa que

dngulo AHB = éngulo DFE y angulo ACB = dngulo DFE;

luego dangulo AHB =éangulo AC'B, lo que es falso pues Euclides ya habia
probado la Proposicién 16. Por tanto, BC' # E'F' lleva a una contradiccion,
asi se tiene BC' = E'F. Ahora aplica LAL para afirmar que: tridngulo ABC' =
tridngulo DEF', de donde se obtiene que dngulo CAB = é&ngulo FDFE y
AC = DF.

|

La Proposicién 26 es la tdltima de la primera parte del Libro I. En la
segunda parte trabaja la nocién de paralelismo entre lineas rectas; prueba
diversos resultados sobre tal nocién.

Proposicion 27. Si una linea recta cae sobre dos lineas rectas y hace dngulos
alternos (internos) iguales uno a otro, las lineas rectas serdn paralelas.
Prueba.

Por la hipétesis, dngulo F'EG =éngulo C'F'E; entonces Fuclides establece
que las lineas rectas AB y C'D son paralelas en el sentido de la Definicién 23,
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es decir, él desea probar que tales lineas nunca se encuentran. Para ello niega
la tesis, es decir, Euclides asume que las lineas rectas se intersectan y busca
una contradiccién. Asi, extendiendo AB y C'D asume que se encuentran en
un punto G. Asi se ha construido el tridngulo FFG.

A E
B

C/FDG

Pero el dangulo CFE es un dngulo exterior, que por hipétesis es igual
al angulo FFEB, y por tanto es mayor que el angulo FFEB, lo que es un
imposible. Luego, las lineas rectas dadas nunca se interceptan, lo que es la
definicién de paralelismo segiin Euclides.

Conclusioén: las lineas rectas dadas son paralelas.
[ |

Hasta esta Proposicién 27, Euclides evit6 el uso del quinto postulado de
las paralelas. Sin embargo, al intentar probar el reciproco de la Proposicion
27, no pudo evitar su uso. Asi tenemos la,

Proposicion 29. Una linea recta cayendo sobre lineas rectas paralelas hace
dngulos alternos (internos) iguales, uno a otro.
Prueba.

Recordemos al quinto postulado: <si una recta, al cortar a otras dos,
forma los dngulos internos de un mismo lado menores que dos rectos, esas
dos rectas prolongadas indefinidamente se cortan del lado en que estdn los
dngulos menores que dos rectos>> .

Euclides asume que AB y C'D son lineas rectas paralelas. Desea probar
que: dngulo AGH =éngulo GHD.




1.2. MATEMATICA GRIEGA. 133

Por el absurdo, nuevamente, supongamos que estos dngulos fueran difer-
entes; por ejemplo, dngulo AGH >édngulo GHD. Luego, por la Proposicién
13 (ver Ejercicios) tendremos, dos dngulos rectos = angulo AGH+éngulo
BGH >&angulo GH D+3éangulo BGH.

En esta parte Euclides necesita del quinto postulado, especialmente
estructurado para esta situaciéon. Aceptado el postulado entonces se tendra
que las rectas AB y C'D deben encontrarse en un punto hacia el lado derecho,
lo que es una contradiccién con la hipétesis. De esta manera, los dangulos
alternos (internos) mencionados, son iguales.

]
Corolario. dngulo EGB =dngulo GHD.

El siguiente resultado estd intrinsicamente relacionado al postulado de las
paralelas.

Proposicion 32. En cualquier triangulo ... los tres dngulos interiores ... son
tqual a dos dngulos rectos.
Prueba.

Sea el tridngulo ABC'; Euclides traza C'E paralelo a AB (por la Proposi-
cién 31: “construir una paralela a una linea recta dada a través de un punto
que no estd en la linea recta dada”); extendamos BC' hasta D. Por la proposi-
cién 29 sabemos que dngulo BAC = dngulo ACE y dangulo ABC' = dngulo
ECD.

4 E

B

C/FDG

Se tiene, dangulo BAC+édngulo ABC+éngulo BC' A = éngulo AC E+éngulo
ECD+3éangulo BCA = dos dngulos rectos.
|

Las proposiciones 27 a 32 constituyen la segunda parte del Libro I y con-
tienen resultados sobre la teoria de las paralelas. El tercer grupo comprende
las proposiciones 33 a 48 e incluye al famoso teorema de Pitdgoras; trata
sobre los paralelogramos, los tridngulos, los cuadrados y las relaciones de
dreas.
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Proposicion 33. Si dos lados de un cuadrildtero son iguales y paralelos,
entonces asi también lo son los otros dos lados.

Proposicion 34. Los dngulos y los lados opuestos de un paralelogramo son
1quales; el didmetro bisecta al drea.

En la siguiente proposicién Euclides introduce el tépico del drea.

Proposicion 35. Dos paralelogramos que tienen la misma base y que estdn
en las mismas paralelas son iguales uno a otro.
Prueba.

Sean los paralelogramos ABC'D y EBCF'. Por la Proposicién 34 se tiene,
AB=DCy EB=FC; AD= BC = EF.

A E D F

B C

Luego, AE = AD — ED = EF — ED = DF.
Por tanto, tridngulo ABE = tridngulo DC'F' (por LLL). Asi, drea ABC'D =
drea ABCF— area DCF = drea ABC'F— area ABE = drea EBCF.
[

Nota. En la Proposicién 35, “son iguales uno a otro” significa que ambos
paralelogramos tienen la misma drea.

Observaciéon. En la anterior figura y considerando la segunda parte de la
Proposicién 34, se obtiene, drea tridngulo ABC = 3 drea ABCD = 3 drea,

EBCF = &rea triangulo EBC.
. Cudl es la moraleja de esta igualdad?

Proposicién 41. Si un paralelogramo tiene la misma base con un tridngulo
y estdn en las mismas paralelas, el paralelogramo es el doble del tridngulo.
(El paralelogramo tiene drea doble que la del tridngulo).

Proposicién 46. Dada una linea recta, construir sobre ella un cuadrado.



1.2. MATEMATICA GRIEGA. 135

Con todos estos preliminares, Fuclides estd listo para probar al Gran
Teorema, el Teorema de Pitagoras.

Proposicion 47. En tridngulos rectingulos, el cuadrado sobre el lado sub-
tendiendo el dngulo recto es igual a los cuadrados sobre los lados conteniendo
el dngulo recto.

Observaciéon. Notemos que Euclides considera al teorema de pitdgoras como
la ecuacién algebraica
=0+

si no como un problema geométrico de construir cuadrados sobre los lados del
tridngulo rectdngulo y se propone probar que el drea del cuadrado construido
sobre BC' es igual a la suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre
ABy AC.

H

bl
7 E

En (iv).1.2.2 hemos considerado algunos argumentos sobre este famoso
teorema; observemos que la figura dada en esa oportunidad es similar a la
que estamos adjuntando ahora.

En la prueba del teorema, Euclides usa la Proposicién 31: “Construir
una paralela a una linea recta dada a través de un punto que no estd en
la linea dada”; también la Proposiciéon 14: “si ABC' y ABD suman dos
dngulos rectos, entonces CBD es una linea recta”.

También se usard la proposicién 41.

Prueba.
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Por la proposiciéon 46 Euclides construye cuadrados sobre los tres lados,
y por la proposicién 31, traza AL, a través de A, paralela a BD. Luego traza
las lineas AD y FC; ;jporqué hizo estos trazados? Un aspecto crucial para
Euclides fue establecer que CA y AG estan sobre una misma linea recta.
Ademsds, él conocia que el angulo BAC' es recto por hipétesis y que el angulo
G AB es recto por construccién; como estos dngulos suman dos rectos, por la
proposicién 14, GAC' es una linea recta.

Ahora Euclides mira los tridngulos ABD y FBC, se tiene AB = FB y
BD = BC. ;Qué podemos decir de los correspondientes dngulos incluidos?
... Se tiene,

angulo ABD = &angulo ABC+éangulo recto C'BD,
angulo FBC' = &ngulo ABC+éangulo recto FBA.

Aplicando el Postulado 4 y la Nocién Comtin (2)" se obtiene: éngulo ABD =
angulo FBC.

Luego, por la Proposicién 4, Euclides establece que: triangulo ABD =
tridngulo F'BC' (congruente).

De esta manera, estos dos tridngulos tienen la misma area.

En seguida Euclides observa que el tridngulo AB D y el rectdngulo BD LM
tienen la misma base, BD, y estdn dentro de las mismas paralelas, BD y AL;
luego, por la Proposicién 41 se tiene que el drea de BDLM es el doble del
drea del triangulo ABD.

De un modo similar, el tridngulo F'BC' y el cuadrado ABF'G tienen la
misma base BF' y nuevamente por la Proposicion 41 se tiene que el drea del
cuadrado ABFG. Luego,

area rectdngulo BDLM = 2 area tridngulo ABD
= 2 drea tridngulo F'BC
= 4rea cuadrado ABFG

Esta conclusion es la mitad de la tarea de Euclides. Enseguida, él prueba
que:
drea rectangulo CELM = &rea cuadrado ACKH .

En efecto, Euclides traza AE y BK; prueba que BAH es una linea recta,
y usando LAL prueba que los tridngulos ACE y BCK son iguales (con-
gruentes). Aun, por Proposicién 41, Euclides concluye que: area rectangulo
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CELM = 2 &rea tridngulo ACE = 2 &rea tridngulo BC K =érea cuadrado
ACKH.

Finalmente, Euclides concluye que: drea cuadrado BC' E D =&rea rectan-
gulo BD LM +iérea rectangulo CE LM =&rea cuadrado ABF G+érea cuadra-
do ACKH, que es lo que Euclides desea probar.

[ |

La prueba dada por Euclides es posiblemente la mas significativa y ele-
gante demostracion en la historia de la matemaética. Fue tanta su popularidad,
que el teorema de Pitdgoras interesé a matematicos de diversas generaciones
y se han dado al menos algo mas de trecientas demostraciones del teorema.
En 1.2.2 (iv) hemos presentado otras pruebas de este teorema, posiblemente
el teorema mas conocido por mateméticos y no matemaéticos.

Fuclides atin fue capaz de probar el inverso del teorema de Pitagoras;
con este fin, él se apoya fuertemente en tal teorema. Asi tenemos el siguiente
resultado.

Proposicion 48. Si en un tridngulo el cuadrado sobre uno de los lados es
tgual a los cuadrados sobre los dos lados restantes del triangulo, el dngulo
contenido por los dos lados restantes del tridngulo, es un dngulo recto.
Prueba.

Euclides comienza con el tridngulo ABC'y asume que BC? = AB?+ AC?.
Se propone probar que el angulo BAC' es un déngulo recto. Para ello, Euclides
construye AE perpendicular a AC' en A (por la Proposicién 11). El entonces
construye AD = AB y traza CD.

C

E D A

Ahora Euclides afirma (lo esencial de la prueba) que los tridngulos BAC'y
DAC son iguales (congruentes). En efecto, los dos tridngulos tienen el mismo
lado AC'y AD = AB (por construccién). Ademds, sabemos que el dngulo
DAC es recto (por construccion).
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Ahora Euclides puede aplicar el teorema de Pitdgoras al tridngulo rec-
tangulo DAC para obtener:

CD? = AD? + AC? = AB? + AC? = BC?.

Luego, CD = BC'y por lo tanto el tridngulo DAC es igual (congruente)

al trisngulo BAC' (LLL). De esta manera se tiene que los dngulos BAC' y

DAC son iguales y se obtiene que el angulo BAC' es un dngulo recto, como
se desea demostrar.

|

LIBRO II

El Libro II contiene dos definiciones y catorce proposiciones; es uno de los
libros mas cortos de los Elementos. Trata de la transformacién de las areas
y del &lgebra geométrica, temas que casi no aparecen en los libros actuales;
esto debido a que los antiguos griegos no disponfan de un algebra simbdlico
ni de una trigonometria. De alguna forma, este Libro II es una continuacién
de la tercera parte del Libro I. Veamos las dos definiciones.

Definicién 1. Se dice que cualquier paralelogramo rectangulo estd contenido
por las dos rectas que forman el dngulo recto.

Definicién 2. En cualquier paralelogramo, cualquiera de los paralelogramos
descritos alrededor del diametro con sus dos complementos se llamard gnomadn.

La palabra “gnomén” parece tener un origen astronémico ya que indica la
posicién de una barra vertical descansando sobre un plano horizontal. Matem-
aticamente el gnomén es todo aquello que agregado a un nidmero o figura los
convierte en un nimero o figura semejante. Las primeras diez proposiciones
del Libro II son sobre “algebra geométrica” y constituyen la interpretacion
geométrica de las siguientes propiedades algebraicas:
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(5) ab+ (“;b—b)zz (“;bf.

(6) (2a+Db)b+a®= (a+b)>.

(7) (a+0)*+a?=2(a+b)a+ b

(8) 4(a+b)a+b*>=[(a+b)+a.

() (5 ) ]

(10) (2a+b)* +b? =2 [a® + (a +b)*].

(9) a*>+0* =2

Las restantes cuatro proposiciones tratan las cuestiones de dividir una rec-
ta en media y extrema razoén; se estudia el problema de “cuadrar” cualquier
figura poligonal, asi como contiene la generalizacién del teorema de Pitagoras
para tridngulos acutdangulos y obtusdngulos.

Proposicion 1. Dadas dos lineas rectas, y una de ellas es cortada en cualquier
numero de segmentos, el rectangulo contenido por las dos lineas rectas es igual
a los rectangulos contenido por la linea recta no cortada y cada uno de los
segmentos.

Prueba. Euclides plantea la solucién en la siguiente forma.

Sean A, BC' dos lineas rectas y sea BC' cortada arbitrariamente en los
puntos D, E. “Yo digo que el rectdngulo contenido por A, BC es igual
al rectangulo contenido por A, BD, que el contenido por A, DE y que el
contenido por A, EC”, dice Euclides.

En efecto, constriyase BF perpendicular a BC en el punto B (Proposicién
[.11); sea BG tal que BG es igual a A (Proposicién 1.3). A través de G sea
GH construido paralelo a BC' (Proposicién 1.31), y a través de D, E, C
sean DK, EL, C'H construidos paralelos a BG. De esta manera, BH es
igual a BK, DL, EH (*). Ahora BH es el rectangulo A, BC, porque el
estd contenido por GB, BC y BG es igual a A : BK es el rectdngulo
A, BD, porque el esta contenido por GB, BD y BG es igual a A; y DL
es el rectdngulo A, DE, porque DK, esto es, BG es igual a A (Proposicién



140 CAPITULO 1. LA MATEMATICA EN LA ANTIGUEDAD

1.34).

G K L H
K

De un modo similar FH es también el rectdangulo A, EC'. Por tanto, el
rectdangulo A, BC' es igual al rectdngulo A, BD, al rectdngulo A, DE y al
rectangulo A, EC.

Que es lo que Euclides desea probar.

[ |

Nota (*): Aclaramos que “BH” debe entenderse como el recténgulo BCHG;
igual (4BK777 LCDL”, ((EH” .
La Proposicién 1 no es otra cosa que la actual propiedad distributiva; asi,

BG (BD + DE + EC) = BG.BD + BG.DE + BG.EC.

Nota. Las Proposiciones 2 y 3 son casos particulares de la Proposicién 1
pero que Euclides los probé de un modo separado.

Proposicién 4. Si una linea recta se corta de una manera arbitraria, en-
tonces el cuadrado construido sobre el total es igual a los cuadrados sobre los
dos segmentos y dos veces el rectangulo contenido por ambos segmentos.
Prueba.

Previamente, ;cudl es la interpretacion algebraica de esta proposicién? ...

Sea la linea recta AB la que es cortada arbitrariamente en el punto
yo digo que el cuadrado sobre AB es igual a los cuadrados sobre AC, CB y
dos veces el rectangulo contenido por AC, C'B.

Porque sea el cuadrado ADE B descrito sobre AB (Proposicién 1.46), sea
el segmento BD; a través de C' sea C'F paralelo a AD o a EB, y a través de
G sea HK trazado paralelo o a AB o a DE (Proposicién 1.31).
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Entonces, desde que C'F' es paralelo a AD, y BD cae sobre ellos, el dangulo
exterior CGB es igual al éngulo ADB (Proposicién 1.29).

Pero, angulo ADB =éngulo ABD desde que BA = AD (Proposicién
1.5). Luego, dngulo CGB =angulo GBC, asi que BC' = CG (Proposicién
1.6). Pero, CB = GK y CG = KB (Proposicién 1.34); luego, GK = KB.
Por tanto CGK B tiene sus lados iguales.

“Yo digo enseguida que también sus dangulos son rectos”. Porque, desde
que C'G es paralelo a BK, los dngulos K BC, GC B son igual a dos dngulos
rectos (Proposicion 1.29).

Pero el éngulo K BC' es recto; luego el dngulo BC'G es también recto, asi
que los dngulos opuestos CGK, G K B son también rectos (Proposicién 1.34).

Luego CGK B es un cuadrado, y lo describiremos sobre C'B. Por la misma
razén HF' es también un cuadrado y es descrito sobre HG, esto es, sobre AC'
(Proposicion 1.34).

Por lo tanto, los cuadrados HF, KC son los cuadrados sobre AC, CB.

Ahora, desde que AG = GFE, y AG es el rectangulo AC, CB, porque
GC = CB; por lo tanto GE es también igual al rectdngulo AC, C'B.

Por lo tanto, AG, C'E es igual a dos veces el rectdangulo AC, C'B. Pero
los cuadrados HF, C'K son también los cuadrados sobre AC, CB: luego las
cuatro dreas HF, CK, AG, GFE son iguales a los cuadrados sobre AC, C'B
y dos veces el rectdngulo contenido por AC, CB. Pero HF, CK, AG, GE
es el todo ADEB, el cual es el cuadrado sobre AB.

A C B

H K
G

D F E

Por tanto, el cuadrado sobre AB es igual a los cuadrados sobre AC, C'B
y dos veces el rectdngulo contenido por AC, C'B.
Esto es lo deseado por demostrar.
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Respondamos ahora a la cuestién planteada arriba. La proposicion 4 tiene
como interpretacién algebraica a la conocida identidad,

(a+b)* = a® 4 2ab + b*.

Proposicion 11. Cortar una recta dada, de manera que el rectangulo com-
prendido entre la recta entera y uno de los segmentos sea igual al cuadrado
del otro segmento.

Nota. Esta proposicion es el notable problema de dividir una recta en razones
extrema y media o seccién durea (Libro VI, Definicién 3).
Prueba.

Veamos como plantea Euclides la solucién de este problema.

Sea AB la recta dada; hay que cortar AB de forma que el rectdangulo com-
prendido entre la recta entera y uno de los segmentos sea igual al cuadrado
del otro segmento.

F G

e

C K D

Sea el cuadrado ABDC' descrito sobre la linea recta AB (Prop. 1.46).
Cortemos AC' en su punto medio E, unamos B con FE; prolonguemos C'A
hasta F' tal que EF = EB; describamos el cuadrado F'H sobre AF y pro-
longuemos GH hasta K.

Afirmo que AB se ha cortado en H de modo que el rectangulo contenido
por AB y BH es igual al cuadrado de AH.

Ya que, dado que la recta AC' se ha cortado en su punto medio 'y F'A
representa su prolongacién hasta F', el rectdngulo limitado por CF y FA,
unido al cuadrado sobre AFE, es igual al cuadrado sobre EF (Prop. 11.6).

Pero EF = EB; entonces el rectdngulo determinado por CF y F A, unido
al cuadrado sobre AFE es igual al cuadrado sobre EB.
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Pero los cuadrados sobre BA y AE son iguales al cuadrado sobre F B, ya
que el dangulo en A es recto (Prop. 1.47). Entonces el rectdngulo limitado por
CF y FA, unido al cuadrado sobre AF, es igual a los cuadrados sobre BA
y AFE.

Restemos el cuadrado de lado AE de cada uno de ellos, entonces el rec-
tdangulo limitado por C'F' y F'A es igual al cuadrado sobre AB. Ahora el
rectangulo de lados CF y F'A es FK, ya que AF esigual a FG; y el cuadra-
do sobre AB es AD; ademas FK es igual a AD.

Restemos AK de cada uno, entonces FFH es igual a HD. Y HD es el
rectdngulo de lados AB y BH, puesto que AB = BD;y FH es el cuadrado
sobre AH: entonces el rectdngulo limitado por AB y BH es igual al cuadrado
sobre HA.

Luego, la recta dada AB ha quedado cortada por H de tal manera que
el rectangulo limitado por AB y BH es igual al cuadrado sobre H A.

Esto es lo que habfa que probar.

[ |

Observemos que la Proposiciéon “guarda” a una ecuacién algebraica de
segundo grado. Asi, si AB = ay AH = z, entonces (a — az:)2 = ax, que es
equivalente a

2 —ar+a*=0

Las Proposiciones 12 y 13 tratan sobre la generalizacién del teorema de
Pitagoras (“ley de los cosenos”). Estos resultados son una especie de pre -
trigonometria, rama que pronto surgiria en Grecia.

Proposiciéon 12. En un tridngulo obtusdngulo el cuadrado del lado opuesto
al dngulo obtuso es mayor que los cuadrados sobre los lados que forman el
angulo obtuso en dos veces el rectdngulo contenido por uno de estos dos lados,
aquel sobre el que cae la perpendicular trazada por otro de los vértices y la
linea recta cortada en él por dicha perpendicular hacia el exterior desde el
dngulo obtuso.

Proposicion 13. En un tridngulo acutingulo el cuadrado del lado opuesto
al dngulo agudo es menor que los cuadrados sobre los lados que forman el
dngulo agudo en dos veces el rectangulo contenido por uno de estos dos lados,
aquel sobre el que cae la perpendicular trazada por otro de los vértices y la
linea recta cortada en él por dicha perpendicular desde el dngulo agudo.

Proposicion 14. Construir un cuadrado igual a una figura rectilinea dada.
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Sea A una figura rectilinea dada; se requiere construir un cuadrado igual a
la figura rectilinea A.
Prueba.

La figura rectilinea dada puede ser cualquier poligono.

Sea A la figura rectilinea dada (un poligono); es requerido construir un
cuadrado igual a la figura rectilinea A. Por Prop. 1.45 se puede construir un
paralelogramo rectangular BD igual a la figura rectilinea A.

Si BE fueraigual a E2D entonces estarfamos satisfechos ya que un cuadra-
do BD habria sido construido igual a la figura rectilinea A.

___________________ H
B.

G |E F
C D

Si no fuera asi, una de las lineas rectas BE, E'D es mayor (que la otra).
Sea BE mayor, y prolonguémosla hasta F'; sea E'F hecho igual a ED, y
sea BF' bisectado en G. Con centro GG y distancia una de las lineas rectas
GB, GF sea la semicircunferencia (“semicirculo” en el lenguaje de Euclides)
BHF descrita; DE es extendido hasta H; unamos G con H.

Entonces, dado que la linea recta B F' ha sido cortada en iguales segmentos
en GG, y en segmentos desiguales en F, el rectdngulo contenido por BE, EF
junto con el cuadrado sobre EG es igual al cuadrado sobre GF' (Prop. IL.5).
Pero GF es igual a GH; luego el rectdngulo BE, EF' junto con el cuadrado
sobre G'FE es igual al cuadrado sobre GH.

Pero los cuadrados sobre HE, EG son iguales al cuadrado sobre GH
(Prop. 1.47); luego el rectdngulo BE, EF junto con el cuadrado sobre GE
es igual a los cuadrados sobre HFE, EG.

Sea el cuadrado sobre G E que sera substraido de cada uno de ellos; luego
el rectdngulo contenido por BE, EF el cual permanece es igual al cuadrado
sobre EFH. Pero el rectingulo BE, EF es BD, porque EF es igual a ED;
luego el paralelogramo BD es igual al cuadrado sobre HE.

Y BD es igual a la figura rectilinea A. Por tanto la figura rectilinea es
igual al cuadrado el cual puede ser descrito sobre £ H. Por tanto un cuadrado,
el cual puede ser descrito sobre EFH, ha sido construido igual a la figura

rectilinea A, que es lo deseado.
[ |
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LIBRO III

Este Libro contiene 37 proposiciones sobre circulos (circunferencias). Las
circunferencias fueron usadas para realizar construcciones en el Libro I pero
ellas no fueron estudiadas en si mismas. En este Libro I1I, Euclides prueba los
resultados conocidos sobre tangentes, cuerdas y dngulos en circunferencias.
Contiene también once definiciones.

Definiciones.

1. Son circulos iguales aquellos cuyos didmetros son iguales, o aquellos
cuyos radios son iguales.

2. Una recta toca a un circulo si, al encontrar al circulo y ser prolongada,
no lo corta. [Esta es la definicion de tangente al circulo].

3. Circulos estdn en contacto uno con otro cuando encontrindose uno con
otro, no corta uno al otro.

4. En un circulo lineas rectas son dichas estar a distancias iguales del
centro cuando las perpendiculares trazadas a ellas desde el centro son
tguales.

5. Y aquella linea recta es llamada estar a una mayor distancia st tal
perpendicular sobre ella es mayor.

6. Un segmento de circulo es la figura comprendida entre una recta y una
circunferencia de circulo.

7. Un dngulo de un segmento es el comprendido por una linea recta y por
una circunferencia de un circulo.

Nota. Se dice “recta en un circulo” y no de cuerda; esta palabra viene
del vocabulario drabe.

8. Un dngulo en un segmento es el dngulo el cual, cuando un punto es
tomado sobre la circunferencia del segmento y lineas rectas son unidas
desde €l a los extremos de la linea recta la cual es la base del segmento,
estd contenido por las lineas rectas asi unidas.

9. Y, cuando las lineas rectas conteniendo el dngulo cortan una circunfer-
encia, el dngulo es llamado “puesto sobre” aquella circunferencia.



146 CAPITULO 1. LA MATEMATICA EN LA ANTIGUEDAD

10. Un sector de circulo es una figura que, construido un dngulo en el centro
del circulo, estd comprendida por las rectas que determinan el dngulo y
por la circunferencia que encierran.

11. Segmentos similares de circulos son aquellos los cuales admiten dngulos
tguales, o en los cuales los dngulos son iguales uno a otro.

Proposicion 1. Encontrar el centro de un circulo dado.

Nota. Remarcamos la definicién de circulo dada por Euclides en los Ele-
mentos. Definicién 15. Un circulo es una figura plana, limitada por una
sola linea tal que todas las rectas que caen sobre ella desde uno de los puntos
interiores de la figura son iguales entre si.

Prueba.

Sea ABC' el circulo dado; deseamos encontrar el centro del circulo ABC.
Euclides da la siguiente estrategia.

Tracemos la recta (cuerda) AC'y sea D su punto medio: desde D tracemos
DB, de modo que forme dngulo recto con AC, y prolonguemos BD hasta
E : O es el punto medio de BFE.

Afirmo que F es el centro del circulo ABC.

B

*S
Q

A\DE/C

Supongamos que no lo fuera, que G fuera el centro del circulo, y tracemos
GA, GD, GC.
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Entonces, puesto que AD es igual a DC'y DG es comiin, los lados AD
y DG son iguales respectivamente a los lados C'D y DG; y la base GA es
igual, por tratarse de dos radios, a la base GB; ademds, el dngulo ADG es
igual al dngulo GDC' (Prop. 1.8).

Pero cuando una recta levantada sobre otra hace que dos dngulos adya-
centes sean iguales entre si, cada uno de estos dngulos es recto (Def. 10.I).

Luego el angulo GDC' es recto. Pero el angulo O DC' es también recto. Asi,
el angulo mayor, ODC)| es igual al mas pequeno, GDC'" lo que es imposible.
Luego G no es el centro del circulo ABC'. En forma similar, se prueba que
cualquier otro punto que no sea O no es el centro.

Por lo tanto, el punto O es el centro del circulo ABC. Esto habia que
hacer.

Proposiciéon 3. Si O es el centro de un circulo y AB una cuerda, con un
punto F sobre AB, entonces OF es perpendicular a AB justo cuando F es
el punto medio de AB.

Proposiciéon 12. Si dos circulos se tocan uno a otro externamente entonces
la linea recta uniendo sus centros pasa a través del “punto de contacto”.

Proposicion 16. La linea recta trazada a dngulos rectos al diametro de un
circulo desde sus extremos caerd fuera del circulo, y en el espacio entre la linea
recta y la circunferencia otra linea recta no puede ser interpuesta; ademdas el
dngulo del semicirculo es mayor, y el dngulo restante menor, que cualquier
angulo rectilineo agudo.

Prueba.

Sea ABC un circulo alrededor D y AB como didmetro; yo digo (dice
Euclides) que la linea recta trazada desde A con éngulos rectos con AB
desde sus extremos caerd fuera del circulo.

Supongamos que no es asi, sea ella caer dentro como C'A, y sea DC' unido.
Desde que DA es igual a DC, el angulo DAC' es también igual a AC'D (Prop.
1.5). Pero el éngulo DAC es recto; luego el angulo AC'D es también recto: asf,
en el tridngulo ACD, los dos dngulos DAC, ACD son igual a dos dngulos
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rectos, lo cual es imposible (Prop. 1.17).

c
'

E G

Por lo tanto la linea trazada desde el punto A con dngulos recto a BA no
caerd dentro del circulo. Similarmente podemos probar que ni uno ni el otro
caerd sobre la circunferencia; por tanto caerdn afuera.

Sea ella caer como AFE; yo digo enseguida que dentro el espacio entre
la linea recta AE y la circunferencia CHA otra linea recta no puede ser
interpuesta.

Porque si ello fuera posible, sea otra linea recta interpuesta, como F'A y
sea DG trazada desde D perpendicular a F'A. Entonces, desde que el dngulo
AGD es recto, y el dngulo DAG es menor que un dngulo recto, AD es mayor
que DG (Prop. 1.19).

Pero DA esigual a DH; luego DH es mayor que DG, lo que es imposible.

Luego, otra linea recta no puede ser interpuesta dentro el espacio entre
la linea recta y la circunferencia.

Yo digo ademads que el dngulo del semicirculo contenido por la linea recta
BA y la circunferencia C H A es mayor que cualquier éngulo rectilineo agudo,
y el dngulo restante contenido por la circunferencia C H A y la linea recta AE
es menor que cualquier dngulo rectilineo agudo.

Porque, si existe cualquier dngulo rectilineo mayor que el &ngulo contenido
por la linea recta BA y la circunferencia C H A, y cualquier angulo rectilineo
menor que el dngulo contenido por la circunferencia CHA y la linea recta
AF, entonces dentro del espacio entre la circunferencia y la linea recta AF
una linea recta serd interpuesta tal que hard un dngulo contenido por lineas
rectas la cual es mayor que el dngulo contenido por la linea recta BA y la
circunferencia CHA, y otro angulo contenido por lineas rectas la cual es

menor que el dngulo contenido por la circunferencia CHA y la linea recta
AE.
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Pero tal una linea recta no puede ser interpuesta; por lo tanto no habrs
cualquier dngulo agudo contenido por lineas rectas las cuales son mayores
que el angulo contenido por la linea recta BA y la circunferencia C'H A, ni
atn cualquier angulo agudo contenido por lineas rectas las cuales es menor
que el dngulo contenido por la circunferencia CHA y la linea recta AE.
Conclusién. De esto es evidente que la linea recta trazada en angulos rectos
al didmetro de un circulo desde sus extremos toca el circulo.

Observemos que Euclides considera, en la proposicién 16, el espacio entre
la tangente AE y el arco CHA; él nos dice que ninguna linea recta puede
ser trazada en este espacio a través de A, la cual cae enteramente fuera del
circulo; Euclides también considera el éngulo formado por FA y el “arco”
AHC y la Proposicién 16 afirma que este dangulo es menor que cualquier
dangulo agudo formado por lineas rectas.

Proposiciéon 17. Desde un punto dado, trazar una recta que toque a un
circulo dado.
Prueba.

Sea A el punto dado y CDF el circulo. Se desea trazar desde A una recta
que toque al circulo CDE. Situemos B en el centro del circulo (Prop. II1.1),
unamos A con By tracemos, con AB como radio, el circulo FAG.

Desde D, tracemos DF de manera que forme @ngulo recto con AB y
unamos B con F'y C con A.

Yo afirmo (dice Euclides) que AC ha sido trazada desde el punto A y
toca al circulo CDFE.

Ya que, por ser B el centro de los circulos CDE y FAG, BA es igual a
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BF,y BD esigual a BC. Asi, los lados AB y BC' son iguales respectivamente
a los lados BF'y BD:

- determinan un dngulo comin, el dngulo en B;

- ademads, la base DF es igual a la base AC'y el tridngulo DBF es igual
al tridngulo CBA, y los dngulos distintos del angulo en B son también
iguales (Prop. 1.4).

Adems3s, el angulo BDF' es igual al angulo BC'A. Pero el éngulo BDF
es recto, asi, el angulo BC'A es también recto.

Ahora BC' es un radio; y la recta que forma dngulo recto con el didmetro
de un circulo, toca al circulo en uno de sus extremos (Prop. III.16. Con-
clusién). Asi AC toca al circulo CDE. Luego, desde un punto dado A, se ha
trazado la recta AC' que toca al circulo CDFE.

Esto era lo que habia que demostrar.

[ |

Proposicion 20. Si O es el centro de un circulo, AB una cuerda y C' un
punto sobre la circunferencia (sobre el mismo lado de AB como O ), entonces

el angulo AOB es igual al doble del dngulo AC'B.
Prueba.

angulo AOB = é&ngulo DOB — éngulo DOA
= dngulo OCB + angulo OBC — éngulo DOA (Prop. 1.32)
= 2(dngulo OCB) — angulo DOA (Prop. 1.5)
= 2 (4ngulo OCB) — 2 (dngulo OCA) = 2 (d4ngulo ACB).

Proposicién 21. En un circulo los dngulos en el mismo segmento son iguales.



1.2. MATEMATICA GRIEGA. 151

Proposiciéon 22. Si los vértices de un cuadrildtero estdan sobre la circunfe-
rencia de un circulo entonces los angulos opuestos suman dos dngulos rectos.

Prueba.
Sea el cuadrildtero ABC'D inscrito en el circulo dado; sean AC'y BD las

diagonales del cuadrildtero. Se tiene:

dngulo ABD + éngulo ADB + éngulo DAB = 2 dngulos rectos.

A

Pero,

dangulo ABD = dngulo ACD (ambos interceptan el arco AD)
dangulo ADB = &ngulo ACB (ambos interceptan el arco AB).

Luego,
2 dngulos rectos = dngulo AC'D + dngulo AC'B + édngulo DAB
= 4angulo DCB + dngulo DAB.

Esto es lo que se querfa demostrar.
|

Proposicion 31. Un dngulo inscrito en un semi-circulo es un dngulo recto.

Prueba.
El tridngulo AOB es isdsceles.

A
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Luego, éngulo ABO = angulo BAO. Como el tridngulo AOC es isésceles, se
tiene también: dngulo OAC = dngulo OC'A. Luego, en el tridngulo BAC :

2angulos rectos = dngulo BAO+4ngulo OAC + (dngulo BAO+éngulo OAC)
= 2(dngulo BAO+4angulo OAC).

Luego, un dngulo recto= dngulo BAC'. Que es lo que se querfa demostrar.
[ |

Proposicién 35. St AEC y BED son cuerdas de un mismo circulo que se
encuentran en E, entonces AE x EC' = BE x ED.

C

Proposiciéon 37. Si un punto D estd fuera de un circulo y BD es una
tangente al circulo, mientras D C A es una linea recta tal que CA es una
cuerda del circulo, entonces

DB? = DC x DA.

D

A

Observemos que la Proposicién 37 nos afirma que el cuadrado construido
sobre la tangente es igual al rectdngulo contenido por la secante entera y su
segmento exterior al circulo.
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LIBRO IV

Este Libro contiene 7 definiciones de figuras poligonales, inscritas o circun-
scritas que abarcan figuras rectilineas y al circulo; contiene 16 proposiciones
que tratan sobre construcciones con regla y compds de poligonos regulares
de tres, cuatro, cinco, seis y quince lados. El contenido de este Libro es la
geometria del circulo, que se atribuye a Hipécrates de Quios. El Libro culmi-
na con el tratamiento del poligono regular de 15 lados. Se tuvo que esperar
muchisimos siglos, hasta 1796, cuando el joven K. F. Gauss (con 19 anos
de edad) prob6 que un poligono regular con un nimero primo de lados se
puede construir con regla y compds si y solo si tal nimero es de la forma
22" 4+ 1. De esta manera, Gauss pudo construir un poligono regular inscrito
de 17 lados. Se debe resaltar que los poligonos de 7, 9, 11 y 13 lados no se
pueden construir con regla y compés.

Veamos las definiciones dadas en este Libro.

Definicién 1. Se dice que una figura rectilinea estd inscrita en otra figura
rectilinea, cuando cada uno de los dngulos de la figura inscrita toca los lados
respectivos de la figura en la que se inscribe.

Definicién 2. Andlogamente, se dice que una figura estd circunscrita en
torno de otra figura cuando cada lado de la figura circunscrita toca los dngulos
respectivos de la figura a la que se circunscribe.

Definicién 3. Se dice que una figura rectilinea estd inscrita en un circulo,
cuando cada dngulo de la figura inscrita toca la circunferencia del circulo.

Definicién 4. Se dice que una figura rectilinea estd circunscrita en torno a
un circulo, cuando cada lado de la figura circunscrita toca a la circunferencia
del circulo.

Definicién 5. Andlogamente, se dice que un circulo estd inscrito en una
figura, cuando la circunferencia del circulo toca cada lado de la figura en la
que estd inscrita.

Definicién 6. Se dice que un circulo esta circunscrito en torno de una figura,
cuando la circunferencia del circulo toca cada dngulo de la figura en torno a
la que estd circunscrita.



154 CAPITULO 1. LA MATEMATICA EN LA ANTIGUEDAD

Definicién 7. Se dice que una recta estd adaptada a un circulo, cuando sus
extremos estdan en la circunferencia del circulo.

Presentamos a continuacién las 16 proposiciones contenidas en este Li-
bro. Una tarea interesante es realizar las construcciones planteadas en tales

proposiciones.

Proposicién 1. Adaptar a un circulo dado una recta igual a una recta dada
que no sea mayor que el didmetro.

Proposicion 2. Inscribir en un circulo dado un tridngulo de dngulos iguales
a los de un tridngulo dado.

Proposiciéon 3. Circunscribir en torno a un circulo dado un tridngulo de
dangulos iguales a los de un tridngulo dado.

Proposicion 4. Inscribir un circulo en un tridngulo dado.
Proposicién 5. Circunscribir un circulo en torno a un triangulo dado.
Proposicion 6. Inscribir un cuadrado en un circulo dado.
Proposicién 7. Circunscribir un cuadrado en torno a un circulo dado.
Proposiciéon 8. Inscribir un circulo en un cuadrado dado.
Proposicion 9. Circunscribir un circulo en torno a un cuadrado dado.

Proposicion 10. Construir un tridngulo isdsceles cada uno de cuyos dngulos
de la base sea el doble del dngulo restante.

Proposicion 11. Inscribir un pentdgono equildtero y equidngulo en un cir-
culo dado.

Proposicion 12. Circunscribir un pentdgono equildtero vy equidngulo en
torno a un circulo dado.

Proposiciéon 13. Inscribir un circulo en un pentdgono dado que sea equi-
latero y equidngulo.
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Proposicion 14. Circunscribir un circulo en torno a un pentdgono dado que
sea equildtero y equidngulo.

Proposicion 15. Inscribir un hexdgono equildtero y equidngulo en un circulo

dado.

Proposiciéon 16. Inscribir un pentadecdgono equildtero y equidngulo en un
circulo dado.

Nota. Es claro que tales construcciones deben ser hechas con las herramien-
tas de Euclides, es decir, usando solo regla y compds.

LIBRO V.

El Libro V estd dedicado a la teorfa de las proporciones de Eudoxo; segiin
la critica es uno de los mas importantes dentro de los trece libros de los Ele-
mentos; sin embargo, los antiguos matemaéticos griegos trataron de exitar el
uso de las proporciones debido a la crisis a que los habia llevado los incon-
mensurables en donde se usé la idea de proporcionalidad.

Por ejemplo, en vez de usar la relacién, entre longitudes, de la forma

b
¥ — 2 cllos usaban la igualdad yc = ab. No obstante la profundidad y

(C)Lriginaclidad de este libro respecto a los otros, debido a la actual teorfa de los
nimeros reales (y del dlgebra simbdlica) este libro aparece ahora como una
obra superflua y es casi dejada de lado. Asi, el Libro V contiene las Leyes de
distributividad (izquierda y derecha), la asociatividad de la multiplicacién
y las propiedades generales de las proporciones y de las razones. Contiene
18 definiciones sobre las proporciones y 25 proposiciones. Estos resultados
Euclides los utiliza en el Libro VI para demostrar teoremas sobre razones
y proporciones en el estudio de los tridngulos, paralelogramos y poligonos
semejantes; por ejemplo se encuentra en este Libro VI una generalizacién del
teorema de Pitdgoras.

El Libro V fue vital en el desarrollo de la matemaética; él esta relacionado
con los nmimeros irracionales, algo que los griegos trataron de evitar en sus
estudios de la geometria. De algin modo, acd estd la genesis de la futura
teorfa de los niimeros reales y sabemos del gran valor de esta teoria en la
matemadtica moderna.

Veamos las definiciones encontradas en el Libro V.
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Definicién 1. Una magnitud es parte de una magnitud, la menor de la
mayor, cuando mide a la mayor.

“Parte” significa sub mailtiplo, como 8 es de 12, en tanto que 5 no es
submultiplo de 12.

Definicién 2. Y la mayor es miltiplo de la menor cuando es medida por la
menor.
“Multiplo” significa maltiplo entero.

Definicién 3. Una razon es determinada relacion respecto a su tamano entre
dos magnitudes homogéneas.

Definicién 4. Se dice que existe una razon entre magnitudes si, al ser mul-
tiplicadas, pueden sobrepasarse mutuamente.

Esta definicién es semejante al lema de Arquimedes. Ella significa que
las magnitudes a y b tienen una razon si algin entero multiplo n (puede ser
n = 1) de a excede a b, y algiin multiplo entero (puede ser 1) de b excede a
a. Esta definicién excluye a magnitudes infinitamente pequenas o grandes.

Definicién 5. Se dice que una primera magnitud guarda la misma razon con
una sequnda magnitud, que una tercera magnitud con una cuarta magnitud,
cuando cualquier equimiltiplo de la primera y la tercera exceden a la par,
sean iguales a la par o sean inferiores a la par, que cualquier equimailtiplo de

la sequnda y la cuarta, respectivamente y cogidos en el orden correspondiente.
a C
Esta definicién nos dice que — = — si cuando multiplicamos a y ¢ por

cualquier nimero (natural) m, digamos, y by d por cualquier nimero (nat-
ural) n, entonces para tales elecciones de m y n, se tiene, si ma < nb entonces
mc < nd, ma = nb entonces mc = nd; ademas, ma > nb implica mc > nd.

Definicién 6. Se llaman proporcionales las magnitudes que guardan la mis-
ma Tazon.

Definicién 7. Entre los equimailtiplos, cuando el mailtiplo de la primera ex-
cede al maltiplo de la sequnda pero el mailtiplo de la tercera no excede al
maltiplo de la cuarta, entonces se dice que la primera guarda con la sequnda
una razon mayor que la tercera con la cuarta.

Esta definicién nos dice que si ma > nb pero mc es no mayor que nd,
a ¢
entonces — > —.

b d
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Definicién 8. Una proporcion entre tres términos es la menor posible. Asi,
a b

b ¢
Definicién 9. Cuando tres magnitudes son proporcionales, se dice que la
primera guarda con la tercera una razén duplicada de la que guarda con la

sequnda.

. .a b : . :
Esto significa que si 7= o entonces a tiene la razén duplicada con c
c

2 2
a a b

que ella tiene con b. Esto significa que — = 7 (ya que a = —, luego
c c

a b a?

Ty
Definicién 10. Cuando cuatro magnitudes son proporcionales, se dice que
la primera guarda con la cuarta una razon triplicada de la que guarda con la

sequnda, y asi siempre, sucesivamente, sea cual sea la proporcion.

. a c . ) . .
Si P entonces a tiene una razon triple con d que ella tiene con
c
3 2 2 2 3
a a b a b b*c a
b. Esto significa: — = — (ya que a = — entonces — = — = —— = —).
8 g~y bad c i Ed W

Definicién 11. Se llaman magnitudes correspondientes los antecedentes en
relacion con los antecedentes iy los consecuentes con los consecuentes.

Definicién 12. Una razon por alternancia consiste en tomar el antecedente
en relacion con el antecedente y el consecuente en relacion con el consecuente.

Definicién 13. Una razon por inversion consiste en tomar el consecuente
como antecedente en relacion con el antecedente como consecuente.

Definicién 14. La composicion de una razén consiste en tomar el antecedente
junto con el consecuente como una sola magnitud en relacion con el propio
consecuente.

Definicién 15. La separacion de una razdén consiste en tomar el exceso
por el que el antecedente excede al consecuente en relacion con el propio
consecuente.

Definicién 16. La conversion de una razon consiste en tomar el antecedente
en relacion con el exceso por el que el antecedente excede al consecuente.
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Definicién 17. Una razon por igualdad se da cuando, habiendo diferentes
magnitudes y otras iguales a las primeras en un numero que, tomadas de dos
en dos, guardan la misma razon, sucede que como la primera es la ultima -
entre las primeras magnitudes -, asi pues - entre las sequndas magnitudes - la
primera es a la ultima; o dicho de otra forma, consiste en tomar los extremos
sin considerar los medios.

Definicién 18. Una proposicion perturbada se da cuando habiendo tres mag-
nitudes y otras iquales a ellas en nimero, sucede que como el antecedente es
al consecuente - entre las primeras magnitudes -, asi pues - entre las sequn-
das magnitudes - el antecedente es al consecuente, y como el consecuente es a
otra magnitud - entre las primeras magnitudes -, ast pues - entre las sequndas
magnitudes - alguna otra magnitud es al antecedente.

Las primeras seis proposiciones del Libro V son simples resultados encon-
trados en la actual aritmética; sin embargo, para aquella época constituyen
un modo organizado de presentar tales resultados bésicos.

Proposicion 1. Si existe un nimero cualquiera de magnitudes cualesquiera,
equimailtiplos respectivos de magnitudes cualesquiera, iquales en nimero, en-
tonces, cualquiera que sea el miltiplo, la suma de los equimailtiplos es igual
al multiplo de estas magnitudes.

En otras palabras,

ma+mb+mc+..=m(a+b+c+..).

Prueba.

Sea un numero cualquiera de magnitudes cualquiera, AB y C'D, equimuilti-
plos respectivos de magnitudes cualesquiera F y F', iguales en nimero:

Afirmo que, cualquiera que sea el miltiplo que AB es de £, ABy CD
serdn este mismo miiltiplo de E y F.

Ya que, por ser AB el mismo miiltiplo de E que C'D es de F', hay tantas
magnitudes iguales a £ en AB como en C'D iguales a F'. Dividamos AB en
magnitudes AG y GB iguales a £ y C'D en magnitudes CH y HD iguales a
F.

Entonces la multitud de las magnitudes AG y GB serd igual a la de las
magnitudes CH y HD. Ahora puesto que AG esigual a £, y CH a F, AG
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esigual a F, y AG y CH igual a F'y F.

A G B C H D

E F

Por la misma razén, GB es igual a F, y GBy HD a FE y F. Asi, hay
tantas magnitudes en AB, cada una igual a F, como en AB y C'D, cada una
igual respectivamente a E' y F'. Por tanto, cualquiera que sea el miltiplo que
ABesde E, AB y CD serdn este mismo miiltiplo de E' y F.

Esto era lo que habia que demostrar.

[ |

Proposicion 2. Si una primera magnitud es el mismo mailtiplo de una se-
gunda que una tercera lo es de una cuarta, y una quinta es también el mismo
multiplo de la seqgunda que una sexta de la cuarta, la suma de la primera y
la quinta serd el mismo maltiplo de la seqgunda que la suma de la tercera y la
sexta de la cuarta.

En otras palabras,

ma+na+pa+..=(m+n+p+..)a.

Proposiciéon 3. Si una primera magnitud es el mismo mailtiplo de una se-
gunda que una tercera lo es de una cuarta, y se toman equimiltiplos de la
primera y la tercera, también por igualdad cada una de las dos magnitudes
tomadas serdn equimiltiplos, respectivamente, una de la sequnda y la otra de
la cuarta.

En otras palabras, si m.na, m.nb son equimiltiplos de na, nb, los
cuales son ellos mismos equimiltiplos de a, b, entonces m.na, m.nb son

también equimiltiplos de a, b. (Euclides prueba que m.na = mn.a y m.nb =
mn.b).

Proposicion 4. Si una primera magnitud guarda la misma razén con una se-
gunda que una tercera con una cuarta, cualquier equimailtiplo de la primera y
la tercera guardardn la misma razdn con cualquier equimailtiplo de la sequnda
y la cuarta respectivamente, tomados en el orden correspondiente.

En otras palabras, si

a:b=c:d entonces ma:nb=mc:nd.
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Prueba. Supongamos que la razén entre las magnitudes A y B es la misma
que entre una tercera magnitud C' y una cuarta D; y sean los equimiltiplos
EyF,de Ay F,yGy H,de By D.

Afirmo que E es a G como F es a H.

Ya que, si tomamos los equimiltiplos K y L,de E'y F,y M y N, de
G y H, puesto que E es el mismo miiltiplo de A que F' es de C, y que los
equimiltiplos K y L de E' y F' estan proximos, K es el mismo miiltiplo de
A que L de C. (Prop. 3).

Por la misma razén, M es el mismo muiltiplo de B que N es de D, y como
Aesa B, también C esa D, y, de Ay C, los equimiltiplos K y L han sido
calculados, y, de B y D, los equimiiltiplos M y N, asi, si K excede a M, L
excede también a NV, si es igual también lo es, y si es menor también.

K y L son equimiltiplos de F' y F', e igualmente M y N son equimiltiplos
de Gy H : por tanto, ' es a G como F es a H.

A —
B
E
G
K
M
C ——
D ——

2~ T

Esto era lo que desedbamos demostrar.
En otras palabras, sean los equimiltiplos, cualquiera, p.ma, p.mc de
ma, mc, y cualquier equimiltiplos ¢.nb, q.nd de nb, nd. Luego, por la Prop.
3, esos equimiltiplos son también equimiiltiplos de a, ¢ y b, d respectiva-
mente, asi que por la Definicién 5, desde que a : b = ¢ : d, tendremos p.ma >=<
q.nb segin como p.mc >=< q.nd; luego, aiin por la Definicién 5 y desde que
p; q son enteros, se tendrd, ma : nb = mc : nd.

Proposiciéon 5. Si una magnitud es el mismo maltiplo de otra, que una
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magnitud restada a la primera lo es de otra restada a la sequnda; la magnitud
que queda de la primera serd también el mismo mailtiplo de la magnitud que
queda de la sequnda que la magnitud entera de la magnitud entera.

En otras palabras,

ma —mb=m(b—a).

Proposiciéon 6. Si dos magnitudes son equimiltiplos de dos magnitudes y
ciertas magnitudes restadas de ellas son equimailtiplos de estas dos sequndas,
las que queden también son o bien iguales a las mismas o bien equimiltiplos
de ellas.

En otras palabras,

ma —na = (m —n)a.

Proposiciéon 7. Las magnitudes iguales guardan la misma razon con una
misma magnitud y la misma magnitud guarda la misma razon con las mag-
nitudes iguales.

En otras palabras, si a = b entonces

a:c=b:c 'y c:a=c:b.

Prueba. Usaremos la Def. 5. Sean ma, mb equimiltiplos de a, b, y nc
miiltiplo de c. Luego, desde que a = b, se tiene ma >=< nc segin como
mb >=< nc, y nc >=< ma segin que nc >=< mb. Entonces se tiene la

igualdad deseada en la tesis.
[ |

Proposicion 8. De magnitudes desiguales, la mayor guarda con una misma
magnitud una razén mayor que la menor, y la misma magnitud guarda con
la menor una razén mayor que con la mayor.

En otras palabras: si a > b entonces

a:c>b:c 'y c:b>c:a.
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Proposiciéon 9. Las magnitudes que guardan con una misma magnitud la
misma razon son iguales entre si; y aquellas con las cuales una misma mag-
nitud guarda la misma razon, son iguales.

En otras palabras, si a:c=b:c y c:a=c:b, entonces a =b.

Proposicion 10. De las magnitudes que guardan razén con una misma mag-
nitud, la que guarda una razoén mayor, es mayor. Y aquella con la que la
misma magnitud guarda una razén mayor, es MENOT.

En otras palabras, si a:c>b:c y c:b>c:a, entonces a > b.

Proposicion 11. Las razones que son iguales a una misma son iguales tam-
bién entre si.
En otras palabras, sia:b=c:d y c:d=e: f, entoncesa :b=-e: f.

Proposicion 12. Si un nimero cualquiera de magnitudes fueran propor-
ctonales, como sea uno de los antecedentes a uno de los consecuentes, ast lo
serdn todos los antecedentes a los consecuentes.

En otras palabras, si a :b=c:d=e: f = .., entonces

a:b=(a+c+e+..):(b+d+f+..).

Proposicion 13. St una primera magnitud guarda con una sequnda la misma
razon que una tercera con una cuarta, y la tercera guarda con la cuarta una
razon mayor que una quinta con una sexta, la primera guardard también con
la sequnda una razén mayor que la quinta con la sexta.

En otras palabras, sia:b=c:d y c:d>e: f, entoncesa:b>e: f.

Proposicion 14. Si una primera magnitud guarda con una seqgunda la misma
razon que una tercera con una cuarta y la primera es mayor que la tercera,
la seqgunda serd también mayor que la cuarta, y si es igual, serd iqual, y St
es menor, serd menor.

En otras palabras, si a : b= c:d, entonces de acuerdo a como a >=<
c, se tiene b >=<d.

Proposicién 15. Las partes guardan la misma razon entre si que sus mailti-
plos, tomados en el orden correspondiente.
En otras palabras, a:b= ma : mb.
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Proposiciéon 16. Si cuatro magnitudes son proporcionales, también alter-
nando serdan proporcionales.
En otras palabras: si a :b=c:d, entonces a:c=10:d.

Proposicion 17. Si unas magnitudes son proporcionales por composicion,
también serdn proporcionales por separacion.
En otras palabras: si a:b=c:d, entonces (a —b):b=(c—d):d.

Proposiciéon 18. Si unas magnitudes son proporcionales por separacion,
también serdn proporcionales por composicion.
En otras palabras: si a:b=c:d, entonces (a+b):b=(c+d):d.

Proposiciéon 19. Si tal y como un todo es a otro todo, asi es una parte
restada de uno a una parte restada de otro, la parte que queda serd también
a la parte que queda tal y como el todo es al todo.

En otras palabras: si a:b=c:d, entonces (a—c): (b—d)=a:b.

Proposicion 20. Si hay tres magnitudes y otras iquales a ellas en nimero
que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razon, y si, por igualdad, la
primera es mayor que la tercera, también la cuarta serd mayor que la sexta;
y st es igual, y si es menor, menor.

En otras palabras: si a :b=d:e, yb:c=e: f entonces de acuerdo
a st a>=<c, se tiene d >=< f.

Proposicién 21. Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en nimero
que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razon y la proporcion es
perturbada, y si, por igualdad, la primera es mayor que la tercera, también
la cuarta serd mayor que la sexta; y si es igual, igual; y si es menor, menor.

En otras palabras: si a : b =¢: f, yb:c=d: e entonces, seqgin
a >=<c, se tiene d >=< f.

Proposicion 22. Si hay un nimero cualquiera de magnitudes y otras iguales
a ellas en nimero que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razdén, por
tqualdad guardardan también la misma razon.

En otras palabras: sia:b=d: e, yb:c=e: f, entoncesa:c=d: f.

Proposicién 23. Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en nimero
que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razén, y su proporcion es
perturbada, por igualdad guardardan también la misma razon.
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En otras palabras: sia:b=¢e: f,yb:c=d:e, entoncesa:c=4d: f.

Proposicién 24. St una primera magnitud guarda con una sequnda la misma
razon que una tercera con una cuarta, y una quinta guarda con la sequnda
la misma razon que la sexta con la cuarta, la primera y la quinta, tomadas
Juntamente, guardardn también la misma razon con la sequnda que la tercera
y la sexta con la cuarta.

En otras palabras: si a:c=d: f,yb:c=e: f, entonces (a+0b) :
c=(d+e):f.

Proposicion 25. Si cuatro magnitudes son proporcionales, la mayor y la
menor juntas son mayores que las dos que quedan.

En otras palabras: si a : b= c :d, y para los cuatro términos a es la
mayor (asi que d es también la menor), se tiene a +d > b+ c.

LIBRO VI

Este Libro estd dedicado a las figuras geométricas semejantes y propor-
cionales. Euclides utiliza en este Libro lo tratado en el Libro V sobre la teoria
de las proporciones. Prueba teoremas relacionados con razones y proporciones
en el estudio de los tridangulos, paralelogramos y poligonos semejantes. Es el
inicio de la teorfa de los poligonos semejantes.

Contiene 4 definiciones; define lo que se entiende por figuras semejantes;
define lo que es altura en una figura; define lo que se entiende por definir un
segmento en media y extrema razon; esto es lo que se conoce como la divisién
durea. Contiene 33 proposiciones, entre las que contienen la construccién
de la tercera, la cuarta y la media proporcional. Se presenta una solucién
geométrica de las ecuaciones cuadréticas.

Definicién 1. Figuras rectilineas semejantes son aquellas figuras que tienen
sus dngulos severamente iguales y los lados que conforman los dngulos iguales
son proporcionales.

Definicién 3. Una linea recta es cortada en media y extrema razén cuando
la linea entera es al segmento mayor como el mayor es al menor.

Definicién 4. La altura en cualquier figura es la perpendicular trazada desde
el vértice a la base.
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Proposiciéon 1. Los tridngulos y los paralelogramos que tienen la misma
altura son entre si como sus bases.

Proposicion 2. Si se dibuja una linea recta paralela a uno de los lados de
un tridngulo, cortard proporcionalmente los lados del tridngulo. Y si se cor-
tan proporcionalmente los lados de un tridngulo, la recta que une los puntos
de seccion serd paralela al lado que queda del triangulo. (Actualmente esta
propiedad se conoce como un corolario del “teorema de Tales”).

Proposicion 3. Si se divide en dos partes iguales el dngulo de un tridngulo,
y la recta que corta el dngulo corta también a la base, los segmentos de la
base guardardn la misma razon que los lados del tridngulo que queden; v, si
los segmentos de la base guardan la misma razon que los lados que quedan
del triangulo, la recta dibujada desde el vértice hasta la seccion dividird en
dos partes iguales al dngulo del tridngulo.

Proposicion 4. En los tridngulos equidngulos, los lados que comprenden a
los angulos iguales son proporcionales y los lados que subtienden a los dngulos
tguales son correspondientes.

Proposicion 5. Si dos tridngulos tienen los lados proporcionales, los tridn-
gulos serdan equidngulos y tendrdn iguales los dngulos los cuales subtienden a
los lados correspondientes.

Proposicién 6. Si dos tridngulos tienen un dngulo igual el uno del otro, y
tienen proporcionales los lados que comprenden los dngulos iguales, los tridn-
gulos serdn equidngulos y tendrdn iguales los dngulos a los que subtienden los
lados correspondientes.

Proposicion 7. Si dos tridngulos tienen un dngulo igual el uno del otro y
tienen proporcionales los lados que comprenden a los otros dngulos, y tienen
los dngulos que quedan de manera aparejada menores o mo Mmenores a un
dngulo recto, los tridngulos serdn equidngulos y tendrdn iguales los dngulos
que comprenden los lados proporcionales.

Proposiciéon 8. Si en un tridngulo rectdngulo se dibuja una perpendicular
desde el dngulo recto hasta la base, los tridngulos adyacentes a la perpendic-
ular son semejantes al tridngulo entero y entre si.

Prueba. Obsérvese que los tridngulos BAC'y BDA contienen ambos éngu-
los rectos, en los dngulos BAC'y BD A respectivamente, y ambos comparten
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al angulo ABD. Entonces, por la Prop. 32.1, sus tercer son iguales. La seme-
janza, y por lo tanto la proporcionalidad de los lados, seguird de la Prop. 4.

VL

A

c

La semejanza de los tridngulos BAC y ADC, y la de los tridngulos mas
pequenos BDA y ADC son probados de manera similar.
[ |

Proposicion9. Restar de una linea recta dada la parte que se pida.

Proposicion 10. Dividir una linea recta dada no dividida de manera seme-
jante a una recta dada que ya estd dividida.

Proposiciéon 11. Dadas dos lineas rectas, encontrar una tercera propor-
cional.

Proposicion 12. Dadas tres lineas rectas, encontrar una cuarta propor-
ctonal.

Proposicion 13. Dadas dos lineas rectas, encontrar una media proporcional.
Prueba. Sean AB y BC las dos lineas rectas dadas; deseamos encontrar una
media proporcional a AB, BC.

Ya que, coloquemos ellas en una linea recta y construyamos el semi-circulo
ADC sobre AC; sea BD trazada desde B formando dngulos rectos con la
linea recta AC’; unamos A con D y C con D.

A

Desde que el éngulo ADC' es un angulo recto (Prop. 31.11I), y desde que,
en el tridngulo rectangulo ADC, DB ha sido trazada desde el dngulo recto
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perpendicular a la base, entonces DB es una media proporcional entre los
segmentos de la base AB, BC (Prop. 8.VI).

Por consiguiente a dos lineas rectas dadas AB, BC una media propor-
cional DB ha sido encontrada. Que se lo que se queria demostrar.

|

Recordemos que un argumento similar fue hecho cuando se construyé la
raiz cuadrada de un segmento dado. Ver (5)(i). 1.24. La Proposicién 13 nos
ilustra la forma de construir la media proporcional de dos segmentos dados.
Sia = AB, b = BC, entonces la media proporcional de a, b es Vab.
Recalcamos el cardcter geométrico del argumento dado.

Proposicion 14. En los paralelogramos iguales y equidngulos entre si, los
lados que comprenden los dngulos iguales estdn inversamente relacionados,
y los paralelogramos equidngulos que tienen los lados que comprenden los
dangulos iguales inversamente relacionados, son iguales.

Proposicion 15. En los tridngulos iguales que tienen un dngulo igual el uno
del otro, los lados que comprenden los dngulos iguales estdn inversamente
relacionados. Y aquellos triangulos que tienen un dngulo igual el uno del
otro y los lados que comprenden los dngulos iguales y que estdn inversamente
relacionados, son iguales.

Proposiciéon 16. Si cuatro lineas rectas son proporcionales, el rectdngulo
comprendido por los extremos es iqual al rectangulo comprendido por las me-
dias; y si el rectangulo comprendido por los extremos es igual al rectdangulo
comprendido por las medias, las cuatro lineas rectas serdan proporcionales.
Observemos que la Proposicién 16 es la familiar propiedad de las frac-

ciones numéricas: si 7 = p entonces ad = bc.

Proposicion 17. Si tres rectas son proporcionales, el rectdngulo comprendido
por los extremos es iqual al cuadrado de la media; y si el rectdngulo compren-
dido por los extremos es igual al cuadrado de la media, las tres rectas serdn
proporcionales.

Proposicién 18. A partir de una recta dada, construir una figura rectilinea
semejante y situada de manera semejante a una figura rectilinea dada.

Proposicion 19. Los tridngulos semejantes guardan entre si la razon dupli-
cada de sus lados correspondientes.
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Proposiciéon 20. Los poligonos semejantes se dividen en tridngulos seme-
jantes e iguales en nimero y homdlogos a los poligonos enteros y un poligono
guarda con el otro una razon duplicada de la que guarda el lado correspondi-
ente con el lado correspondiente.

Proposiciéon 21. Las figuras semejantes a una misma figura rectilinea son
también semejantes entre si.

Proposicion 22. Si cuatro lineas rectas son proporcionales, las figuras rectlineas
semejantes y construidas de manera semejante a partir de ellas serdn tam-
bién proporcionales; y si, las figuras semejantes y construidas de manera
semejante a partir de ellas son proporcionales, las propias lineas rectas serdan
también proporcionales.

Proposicion 23. Los paralelogramos equidngulos guardan entre si la razon
compuesta de las razones de sus lados.

Prueba. Dados los paralelogramos equidngulos ABCD y CEFG coloqué-
moslo como en la figura adjunta, con los angulos BC'D y GC'E opuestos por
el vértice en C; complétese el paralelogramo CDHG.

E F

Tomemos cualquier otra linea recta K y (via Prop. 12. VI) encontramos
otra, L, tal que BC' : CG = K : L; y aun otra linea recta M, tal que
DC:CE=0L:M.

Ahora la “razén compuesta” (que Euclides no defini6 explicitamente) de
K:LyL:MesK:M;luego K : M es la “razén compuesta de la razén

de los lados”.
Se desea probar (ABCD): (CEFG)=K : M.

K
— L
M
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Ya que (ABCD) : (DCGH) = BC : CG = K : L; (DCGH) :
(CEFG) = DC : CE = L : M. Luego, (Prop. 22.V), se tiene (ABCD) :
(CEFG) =K : M.

[ |

Proposicién 24. En todo paralelogramo, los paralelogramos situados alrede-
dor de su diagonal son semejantes al paralelogramo entero y entre si.

Proposicion 25. Construir una misma figura semejante a una figura rec-
tilinea dada, e igual a otra figura dada.
Nota. “Igual” significa “igual en drea”.

Proposiciéon 26. Si se quita de un paralelogramo un paralelogramo seme-
jante y situado de manera semejante al paralelogramo entero que tenga un
dngulo comin con él, estd alrededor de la misma diagonal que el paralelo-
gramo entero.

En las proposiciones 27, 28 y 29 se encuentran problemas los cuales son
equivalentes geométricos de la solucién algebraica de la forma mas general
de ecuacién cuadratica, donde la ecuacion tiene una solucién real positiva.

Proposicion 27. De todos los paralelogramos aplicados a una misma linea
recta y deficientes en figuras paralelogramas semejantes y situadas de forma
semejante al construido a partir de la mitad de la recta, el paralelogramo
mayor es el que es aplicado a la mitad de la recta y es semejante al defecto.

La prueba de esta proposicion la presentaremos usando un mismo gréfico,
el que es usado también para verificar la siguiente proposicién. ([HEA], Vol.

1).

Proposiciéon 28. Aplicar a una linea recta un paralelogramo igual a una
figura rectilinea dada deficiente en una figura paralelograma semejante a una
dada; pero es mecesario que la figura rectilinea dada no sea mayor que el
paralelogramo construido a partir de la mitad y semejante al defecto.
Pruebas.

Veamos la Proposicién 28. Sea AB una linea recta; apliquemos un paralel-
ogramo a AB asi que ella cae mas corto o excede a cierto otro paralelogramo.
Supongamos que D es el paralelogramo dado al cual el defecto en este ca-
so es semejante. Bisectemos AB en FE, y sobre la mitad B describamos el
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paralelogramo GEBF' semejante y semejantemente situado a D.

H & P F

Ner 1,

T

Tracemos la diagonal GB y completemos el paralelogramo HABF'. Aho-
ra, si trazamos a través de cualquier punto 7' sobre H A una linea recta TR
paralela a AB encontrando la diagonal GB en (), y entonces trazamos PQ.S
paralelo a T'A, el paralelogramo T'AS() es un paralelogramo aplicado a AB
pero que cae corto por un paralelogramo semejante y semejantemente situa-
do a D, desde que el deficiente paralelogramo es QS BR el cual es semejante
a E'F (recalcamos “EF” significa el paralelogramo EBF@G), por la anterior
Prop. 24.

Ahora consideremos el paralelogramo A() cayendo corto por SR seme-
jante y semejantemente situado a D. Como (AO) = (ER) y (0OS) = (QF),
se tiene que el paralelogramo AQ) es igual al “gnomon” UWV [segiin Herén
de Alejandria, un “gnomon” es aquello el cual cuando anadido a cualquier
cosa, nimero o figura, hace al todo semejante a aquello el cual es afiadido].
Por tanto el problema es construir el “gnomon” UW'V tal que su édrea sea
igual a la de la figura rectilinea C'. El “gnomon” no puede ser mayor que el
paralelogramo E'F, y de acd la dada figura rectilinea C' no puede ser mayor
que aquel paralelogramo.
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Desde que el “gnomon” es igual a C, se tiene que el paralelogramo GOQ P
el cual con ¢l hace al paralelogramo E'F sea igual a la diferencia entre (E'F)
y C.

Luego, en orden a construir el “gnomon” requerido, solamente se tiene
que trazar en el déngulo FGE el paralelogramo GOQP igual a (EF) —C'y
semejante y semejantemente situado a D. Euclides hizo ello! El construye
el paralelogramo LK NM igual a (EFF) — C, y semejante y semejantemente
situado a D (via Prop. 25 anterior), y entonces construye GOQP igual a tal
paralelogramo.

De esta manera, el problema es resuelto, TASQ es el paralelogramo re-
querido.

|

Proposiciéon 29. Aplicar a una recta dada un paralelogramo igual a una
figura rectilinea dada que exceda en una figura paralelograma semejante a
una dada.

Reexaminemos las proposiciones 27, 28 (y 29) a fin de comprender mejor
sus significados asi como sus interpretaciones algebraicas. (Ver [KLI], vol 1.
pag. 74).

Sea E el punto medio de la linea recta AB (Ver figura a adjunta); so-
bre AFE construyamos el paralelogramo AG. Ahora consideramos el paralel-
ogramo AQ) sobre AS el cual es parte de AB sujeto a la condicién que el
defecto de AQ), el cual es QB, sea un paralelogramo a AG. Se puede obtener
diversos paralelogramos con las condiciones que A(Q) tiene. Euclides nos dice
que de todos tales paralelogramos, el paralelogramo construido sobre AFE,
el cual es la mitad de AB, tiene la mayor drea. Esto es la Proposicién 27.
Veamos su interpretacién algebraica.

T\
L

E

//—/’;U

N
(%)
o]

Figura «
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Supongamos que el paralelogramo dado AG fuera un rectdngulo (ver figu-
ra () y que la razén de sus lados es ¢ a b, donde ¢ = BF' y b = AE. Ahora
consideremos el rectdngulo AQ el cual es requerido tener la condicién que su
defecto, el rectdangulo ) B, sea semejante a AG.

b
Si denotamos @)S' con x, entonces SB es 2
c
H Ge—>b —— f
g g C
bx
«—a- — »| x
c
A E S B
Figura

b
Sea “a” la longitud de AB; luego AS = a — 2

~ c
Luego el drea S de AQ es

§=x(a—b§). (%)

Entonces, la Proposicion 27 nos dice que S es maximo cuando AQ es AG.

a’c

a ac ~

Pero AE =—- y EG = —.Deacd, S < —.

2 2 4b .

Por otro lado, la condicién de que la ecuacién (x), considerada como una

ecuacién cuadrdtica en x tenga una raiz real es que su discriminante sea
mayor o igual que cero. Esto es,

b ~
a?—4-8>0,
c
lo que implica
~ a’c
S < —.
— 4b

Asi el mensaje de la Prop. 27 es que el posible mayor valor de S es, para
todos los posibles valores, que existe un z el cual satisface (x), y ademds, nos
da geométricamente un lado, SQ), del rectangulo AQ.
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., Qué sucede si el paralelogramo AG fuera un cuadrado?
Respecto a la Proposicién 28, ella es el equivalente geométrico de la solu-
cion de la ecuacion cuadrética
b ~

ar — - x* =S,
c

donde S es el drea de una figura rectilinea dada y estd sujeta a la condicién
- . ~ d’c
para una solucién real, lo que significa que S < —-.

4b
[5 N\ [P
T Q R
S D
A S B

En efecto, supongamos, por conveniencia que los paralelogramos sean
rectdngulos; S es la figura dada, D es otra figura rectangular dada con lados
cyb, a=AB, wesun lado del rectdngulo deseado. .

Euclides construye el rectdngulo ASQT de drea Sy tal que el defecto D’
sea semejante a D.

Se tiene, ASQT = ABRT — D'. Desde que D' es semejante a D su érea
2

x
es —. Luego,
c
S =ar— - 2% (%)
c
De esta manera, construir ASQT es encontrar AS y x tal que = satisface
(k) .
En cuanto a la Proposicién 29, la figura rectilinea dada es S'y el paralel-
ogramo dado es D. Desde el punto de vista algebraico, la proposicién lleva a

la ecuacién ax — p 22 = S, donde a, b, ¢y S son dados.

Nota. Es importante mencionar que los respectivos paralelogramos en las
proposiciones 28 y 29 fueron llamados por los griegos “elleipsis” e “hyper-
bole”. Por otro lado, un paralelogramo (de drea dada) construida sobre una
linea recta dada en la Proposicién 44 Libro I, fué llamada “parabole”. Esta-
mos asi en la génesis de las secciones cénicas, las que fueron estudiadas por
Apolonio.
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Proposiciéon 30. Diwvidir una linea recta finita dada en extrema y media
TazZoN.
Prueba.

Sea AB la linea recta finita dada. Se desea cortar AB en extrema y media
razon.

Sobre AB sea el cuadrado BC' descrito; y sea aplicado a AC el paralelo-
gramo C'D igual a BC'y excediendo por la figura AD semejante a BC' (Prop.
29.VI).

Ahora BC' es un cuadrado; luego AD es también un cuadrado.

Y, desde que BC es igual a C'D, sea C'E substraido de cada uno de ellos;
luego el resto BF es igual al resto AD.

Pero él es también equiangular con él; luego en BF, AD los lados alrede-
dor los dngulos iguales son reciprocamente proporcionales (Prop. 14. VI);
luego, como FFE esa ED, asies AE a EB.

Pero, FE esigual a ABy ED a AE. Luego, como BA es a AE, asi es
AFE a EB. Y AB es mayor que AE; luego AE es también mayor que EB.

Luego la linea recta AB ha sido cortada en extrema y media razén en F,
y el mayor segmento de ello es AF.

C F i
y B
Z
D

Esto se deseaba probar.
[ |

Proposiciéon 31. Generalizacion del Teorema de Pitagoras.

En los triangulos rectangulos, la figura construida a partir del lado que
subtiende el dngulo recto es igual a las figuras semejantes y construidas de
manera semejante a partir de los lados que comprenden el dngulo recto.
Prueba.
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Sea ABC' un tridngulo rectdngulo teniendo el angulo BAC recto; yo digo
que la figura sobre BC' es igual a las figuras semejantes y semejantemente
descritas sobre BA, AC.

Sea AD la perpendicular trazada. Entonces desde que, en el tridngulo
rectdangulo ABC, AD ha sido trazada desde el é&ngulo recto en A la perpen-
dicular a la base BC| los tridngulos ABD, ADC adjuntos a la perpendicular
son semejantes ambos al tridngulo total ABC' y uno al otro (Prop. 8.VI).

Y, desde que ABC' es semejante a ABD, luego, como CB es a BA, asi
es AB a BD (Def. 1.VI).

Y, desde que las tres lineas rectas son proporcionales, como la primera
es a la tercera, asi es la figura sobre la primera a la figura semejante y
semejantemente descrita sobre la segunda (Porisma 19.VI).

Luego, como C'B es a BD, asi es la figura sobre C'B a la figura semejante
y semejantemente descrita sobre BA. Por la misma razén también como BC
es a CD, asi es la figura sobre BC' a aquella sobre C'A; asi que, en adicion,
como BC' es a BD, DC, asi la figura sobre BC' es a las figuras semejantes
y semejantemente descritas sobre BA, AC.

Pero, BC es igual a BD, DC'; luego la figura sobre BC' es también igual
a las figuras semejantes y semejantemente descritas sobre BA, AC.

Esto se deseaba probar.

Proposiciéon 32. Si dos triangulos que tienen dos lados de uno propor-
cionales a dos lados del otro, se construyen unidos por un dngulo de manera
que sus lados correspondientes sean paralelos, los lados restantes de los tridn-
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gqulos estardn en linea recta.

Proposicion 33. En los circulos iguales, los dngulos guardan la misma razon
que las circunferencias sobre las que estdn, tanto si estan en el centro como
si estdn en las circunferencias.

La Teoria de Niimeros: Libros VII, VIII y IX.

Los Elementos no trata solamente de la geometria conocida hasta Euclides,
sino también de la aritmética cultivada en la Antiguedad, sobre todo del lega-
do que Euclides heredé de Pitdgoras y de su Escuela. La teorfa de nimeros
estd magistralmente expuesta en un bloque constituido por tres libros, los
Libros VII, VIII y IX. En total hay 102 proposiciones (L. VII: 39, L. VIII: 27
y L. IX:36); en el L. VII se dan 22 definiciones, que Euclides propone como
base para construir la teorfa de niimeros de aquella época. La presentacion
es tedrica y es la génesis de la futura teorfa de nimeros, un drea tedrica por
excelencia.

Euclides representa a los niimeros como segmentos de lineas y al producto
de dos niimeros como un rectdngulo; sin embargo, él realiza sus argumentos
de un modo independiente de la geometria. Es claro, para aquella época,
que tanto las definiciones como las proposiciones no tengan el rigor en sus
enunciados; ellos fueron dados de un modo verbal. Algunos resultados en este
libro fueron ya considerados en el Libro V. Comienza definiendo las ideas de
unidad y nidmero; con las palabras “parte” y “partes” se refiere a la idea de
“divisor” y “no divisor” respectivamente. No considera axiomas ni postulados
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en este libro. Es interesante como Euclides construye la aritmética, algo que
ha de gobernar por muchisimos siglos. Pasemos a ver algunos detalles.

LIBRO VII

Euclides considera 22 definiciones las que han de servir de base para
elaborar la teorfa de ntimeros en este libro y en los dos siguientes.

Definicién 1. Una unidad es aquello en virtud de la cual cada una de las
cosas que hay, se llama una.

Definicién 2. Un nimero es una pluralidad compuesta de unidades.

Definicién 3. Un nimero es parte de un nimero, el menor del mayor, cuan-
do mide al mayor.

Definicién 4. Pero partes cuando no lo mide.

Definicién 5. Y el mayor es maltiplo del menor cuando es medido por el
menor.

Definicién 6. Un nimero par es el que se divide en dos partes iguales.

Definicién 7. Un nimero impar es el que no se divide en dos partes iguales,
o se diferencia de un nimero par en una unidad.

Definicién 8. Un nimero parmente par es el medido por un niumero par
segun un numero par.

Definicién 9. Y parmente impar es el medido por un nimero par segin un
numero 1mpar.

Definicién 10. Imparmente par es el medido por un nimero impar sequn un
ndmero 1mpar.

Definicién 11. Un nimero imparmente impar es el medido por un nimero
mmpar segun un numero 1mpar.

Definicién 12. Niumeros primos entre si son los medidos por la sola unidad
como medida comain.
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Definicién 13. Numero compuesto es el medido por algin nimero [diferente
de 1].

Definicién 14. Niumeros compuestos entre si son los medidos por algin
nimero como medida comun.

Definicién 15. Se dice que un nimero multiplica a un nidmero cuando el
multiplicado se anade asi mismo tantas veces como unidades hay en el otro
y resulta un nimero.

Definicién 16. Cuando dos nimeros, al multiplicarse entre si, hacen algin
numero, el resultado se llama nimero plano y sus lados son los nimeros
que se han multiplicado entre si.

Definicién 17. Cuando tres nimeros, al multiplicarse entre si, hacen algin
numero, el resultado es un nimero solido y sus lados son los nimeros que
se han multiplicado entre si.

Definicién 18. Un nimero cuadrado es el multiplicado por si mismo el
comprendido por dos nimeros iguales.

Definicién 19. Y un nimero cubo el multiplicado dos veces por si mismo o
el comprendido por tres nimeros iguales.

Definicién 20. Unos numeros son proporcionales cuando el primer es el
mismo maultiplo o la misma parte o las mismas partes del sequndo que el
tercero del cuarto.

Definicién 21. Niumeros planos y solidos semejantes son los que tienen los
lados proporcionales.

Definicién 22. Numero perfecto es el que es igual a la suma de sus propias
partes.

Respecto a las proposiciones, Euclides comienza considerando lo que ac-
tualmente es conocido como el “algoritmo de Euclides”, el que consiste
en encontrar la mayor medida comin de dos niimeros. La palabra “medida”,
Euclides la usa para denominar a la de “divisor”.
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Proposiciéon 1. Dados dos nimeros desiguales y restando sucesivamente el
menor del mayor, si el que queda no mide nunca al anterior hasta que quede
una unidad, los nimeros iniciales serdn primos entre si.

Prueba.

Ya que, al ser el menor de los dos nimeros distintos AB y C'D substraido
de modo continuo del mayor, asumamos que el resto no mide nunca al que
estd antes que él, hasta que el resto es de una unidad.

Afirmo [dice Euclides| que AB y C'D son primos entre si, esto es, que una
unidad sola mide AB y CD.

Si AB y CD no fueran primos entre si, existen nimeros que los miden.
Supongamos que un nimero los mide, que E es este nimero y que C'D, que
mide BF, deja F'A, menor que él; que AF', que mide DG, deja C'GG, menor
que él, y que GC, que mide F'H, deja una unidad H A.

A
--H C
TF
+G
E
B D

Puesto que entonces £ mide C'D, y C'D mide BF, E mide también BF.
Pero mide también BA entero, y también medird el resto AF'; pero AF mide
DG y ademés E mide también DG, pero mide DC' entero, y por tanto medird
el resto CG.

Pero C'GG mide F'H : luego E mide también F'H, pero mide también F'A
entero, asi medird el resto, la unidad AH, lo que no es posible. Por tanto,
no existe ningin nimero que mida los nimeros AB y C'D; por lo tanto son
primos entre si, por la definicién 12. VII. Esto se desea demostrar.

[ |

Este algoritmo de Euclides es bésico en la teorfa de nimeros y en el
lenguaje actual dice: si a y b son dos niimeros con a < b, se resta b de a; el
resto es ¢; de b y ¢ se resta el menor del mayor. Continuamos asf hasta que
los dos niimeros sean iguales o hasta que la 1ltima substraccién de un resto
nulo.
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Proposiciéon 2. Dados dos nimeros no primos entre si, hallar su medida
comin marima.

En esta proposicion se trata de demostrar que el dltimo residuo no nulo
divide a los dos nimeros dados, y que todo divisor de estos dos nimeros
divide también al iltimo resto no nulo. En la siguiente proposiciéon Euclides
d4 un método para determinar el maximo comun divisor (m.c.d.) de tres
nimeros, lo que se puede generalizar al caso de varios nimeros.

Proposicion 3. Dado tres nimeros no primos entre si, hallar su medida
comin marima.

Como observamos, el grupo de estas tres primeras proposiciones dan un
método para encontrar la mayor medida comin de dos o tres nimeros dife-
rentes. En el segundo grupo, de la proposicion 4 hasta 19, Euclides expone
las propiedades numéricas de las proporciones, algunas ya aparecidas en el
Libro V (razones de segmentos); de la proposicién 4 a la 10 se dan resultados
preliminares, y de la 11 a la 14 son trasformaciones de proporciones que
corresponden a transformaciones similares tratados en el Libro V.

Proposicion 4. Todo nimero es parte de todo nimero, el menor del mayor.

Proposiciéon 5. Si un nimero es parte de un nimero, y otro es la misma
parte de otro, la suma serd también la misma parte de la suma que el uno
del otro.

Proposicién 6. Si un nimero es partes de un nimero y otro nimero es las
mismas partes de otro nimero, la suma serd también las mismas partes de
la suma que el uno del otro.

Proposiciéon 7. Si un nidmero es la misma parte de un nimero que un
numero restado de un niumero restado, el resto serd la misma parte del resto
que el total del total.

Proposicion 8. St un nimero es las mismas partes de un nimero que un
numero restado de un niumero restado, el resto serd las mismas partes del
resto que el total del total.

Proposiciéon 9. Si un nimero es parte de un niumero y otro numero es
la misma parte de otro, también, por alternancia, la parte o partes que el
primero es del tercero, la misma parte o partes serd el sequndo del cuarto.
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Proposiciéon 10. Si un nimero es partes de un nimero y otro nimero es
las mismas partes de otro, también, por alternancia, las partes o parte que el
primer es del tercero, las mismas partes serd el sequndo del cuarto.

Proposiciéon 11. Si de la misma forma que un todo es a un todo, también
un nimero restado es a un nimero restado, también el resto serd al resto de
la misma forma que el todo es al todo.

En otras palabras,sia:b=c:d (a>c¢, b>d), entonces (a —c) :
(b—d)=a:b.

Proposiciéon 12. Si unos nimeros, tantos como se quiera, fueran propor-
ctonales, como uno de los antecedentes es a uno de los consecuentes, de la
misma forma todos los antecedentes serdn a todos los consecuentes.

En otras palabras, sia:a =b:0 =c: ¢ = ..., entonces cada una de
las razones es igual a, (a +b+c+...): (' +0 + + ...).

Proposicion 13. Si cuatro niimeros son proporcionales, también por alter-
nancia serdan proporcionales.
En otras palabras, sia:b=c:d, entonces a:c=0:d.

Proposicion 14. Si hay unos nimeros, tantos como se quiera, y otros iguales
a ellos en cantidad que, tomados de dos en dos guardan la misma razon,
también por igualdad guardardn la misma razon.

En otras palabras,sia:b=d:e yb:c=e: f,entoncesa:c=4d: f.

Proposicién 15. Si una unidad mide a un nimero cualquiera, y un sequndo
nimero mide el mismo niumero de veces a otro niumero cualquiera, por al-
ternancia, la unidad medird también al tercer nimero el mismo nimero de
veces que el sequndo al cuarto.

En otras palabras, si 1 : m = a : ma, entonces (alternadamente)
1:a=m:ma.

Proposiciéon 16. Si dos nimeros, al multiplicarse entre si, hacen ciertos
nimeros, los nimeros resultantes seran iguales entre si. (ab = ba) .

Proposicién 17. Si un nimero, al multiplicar a dos nimeros, hace ciertos
nimeros, los niumeros resultantes guardardn la misma razén que los multi-
plicados. (b: ¢ =ab: ac).
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Proposiciéon 18. Si dos nimeros, al multiplicar a un nimero cualquiera,
hacen ciertos nimeros, los resultantes guardardan la misma razon que los mul-
tiplicados. (a : b = ac : be).

Proposiciéon 19. Si cuatro niumeros son proporcionales, el producto del
primero y el cuarto serd igual al del sequndo y tercero; y si el producto del
primero y el cuarto es igual al producto del sequndo y el tercero, los cuatro
nimeros serdn proporcionales.

En otras palabras, si a : b = c: d, entonces ad = bc.

Proposiciéon 20. Los nimeros menores de aquellos que guardan la misma
razon que ellos, miden a los que guardan la misma razon el mismo nimero
de veces, el mayor al mayor y el menor al menor.

Proposicion 21. Los niumeros primos entre si son los menores de aquellos
que guardan la misma razon que ellos.

Ahora Euclides pasa a estudiar nimeros primos y compuestos. Son las
proposiciones que van del 22 al 32 e incluyen algunos teoremas fundamentales.

Proposiciéon 22. Los nimeros menores de aquellos que guardan la misma
razon que ellos son niumeros primos.

Proposiciéon 23. Si dos numeros son primos entre si, el nimero que mide
a uno de ellos serd nimero primo respecto del que queda.

Proposiciéon 24. Si dos nimeros son primos respecto a otro mimero, tam-
bién el producto serd nimero primo respecto al mismo niumero.

Proposicién 25. Si dos nimeros son nimeros primos entre s, el producto
de uno de ellos multiplicado por si mismo serd nimero primo respecto del
que queda.

Proposicién 26. Si dos nimeros son primos respecto a dos nimeros, uno y
otro con cada uno de ellos, sus productos también serdn primos entre si.

Proposicion 27. Si dos nimeros son primos entre si y al multiplicarse cada
uno a st mismo hacen algin otro nimero, sus productos serdn nimeros pri-
mos entre si, y si los nimeros iniciales, al multiplicar a los productos, hacen
ciertos mumeros, también ellos serdn niumeros primos entre si. Y siempre
sucede esto con los extremos.
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Proposicion 28. Si dos niimeros son primos entre si, su suma también serd
un numero primo respecto a cada uno de ellos; y si la suma de ambos es
un numero primo respecto a uno cualquiera de ellos, también los niumeros
inictales serdn nimeros primos entre Si.

Proposicion 29. Todo nimero primo es primo respecto a todo nimero al
que no mide.

Proposicion 30. Si dos niumeros, al multiplicarse entre si, hacen algin
numero y algin nimero primo mide a su producto, también medird a uno
de los nimeros iniciales.

La proposicién 30 es importante en la moderna teoria de nimeros. Afirma
que si un nimero primo ¢ divide al producto df de dos nimeros d y f, entonces
c divide a d 6 a f, 6 a ambos. Por ejemplo, el niimero primo 11 divide a 2310
y 2310 = (33) (70); vemos que 11 divide a 33.

La siguiente proposicion es 1til en la prueba de un resultado fundamental
en la teorfa de nimeros, que veremos después.

Proposicién 31. Todo nimero compuesto es medido por algin nimero pri-
mo.

En este resultado, Euclides nos dice que si n es un niimero compuesto,
y por tanto él es medido por algin nimero b, entonces si b no fuera pri-
mo, es decir, si b fuera compuesto, entonces b serfa medido por c¢. Luego ¢
mide n. Si ¢ no fuera primo, continuamos con este proceso ... En esta etapa,
Fuclides afirma: “si esta investigaciéon puede ser continuada de este modo,
algin nimero primo serd encontrado el cual medird al nimero anterior, y
por tanto medira al nimero n. Esto es védlido pues si no fuera asi, tendriamos
una serie infinita de nimeros los cuales medirdn n, cada uno menor que el
otro, lo cual es imposible en teoria de nimeros”. Asi, Euclides asume que
cualquier conjunto de niimeros “naturales” posee un menor nimero .

Proposicion 32. Todo nimero o bien es nimero primo o es medido por
algun nimero primo.

Proposicion 33. Dados tantos nimeros como se quiera, hallar los menores
de aquellos que guardan la misma razén que ellos.

Proposicion 34. Dados dos nimeros, hallar el menor nimero al que miden.
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Proposiciéon 35. Si dos nimeros miden a algin nimero, el nimero menor
medido por ellos también medird al mismo nidmero.

Proposicion 36. Dados tres nimeros, hallar el menor nimero al que miden.

Proposiciéon 37. Si un nimero es medido por algin nimero, el nimero
medido tendrd una parte homdnima del nimero que lo mide.

Proposiciéon 38. Si un nimero tiene una parte cualquiera, serd medido por
un numero homdnimo de la parte.

Proposiciéon 39. Hallar un nimero que sea el menor que tenga unas partes
dadas.

Observemos que de la proposicién 33 a la final 39, Euclides trata el pro-
blema de encontrar el menor multiplo comtin de dos o tres nimeros. Ademds,
en este Libro VII, él trabaja modelos ya considerados anteriormente pero hace
algunas mejoras.

LIBRO VIII

En este libro Euclides continda con la teoria de ntimeros; contiene 27
proposiciones pero no se dd nuevas definiciones; en esta parte se estudian a
las progresiones geométricas (nimeros en proporciones continuas). Asi, para

Fuclides una progresién geométrica es un conjunto de niimeros en proporcion

: a b ¢ : .
continua, esto es, — = — = — = ... En las primeras proposiciones presenta

b c d

progresiones que tienen por término general a nimeros de la forma a™a™ y
cuya razén es 7 Se indica como interpolar entre dos niimeros dados, varios

medios en progresién geométrica. En una proposicién Euclides prueba que
entre dos nimeros cuadrados solo se puede encontrar una media proporcional
y que la razén entre cuadrados es duplicada a la que hay entre los lados.
También considera el caso del cubo.

Proposicion 1. Si tantos nimeros como se quiera son continuamente pro-
porcionales y sus extremos son numeros primos entre si, son los menores de
aquellos que guardan la misma razon que ellos.

Proposiciéon 2. Hallar tantos nimeros como uno proponga continuamente
proporcionales, los menores en una razon dada.
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Proposiciéon 3. Si tantos nimeros como se quiera continuamente propor-
cionales son los menores de los que guardan la misma razén entre ellos, sus
extremos son numeros primos entre st.

Proposiciéon 4. Dadas tantas razones como se quiera en sus menores numeros,
hallar los mimeros continuamente proporcionales menores en las razones
dadas.

Esto es, dadas tantas razones como desedramos, a : b, ¢ : d, ... encontrar
una serie p,q,r, ..., los menores posibles términos tal que p: g =a : b, q :
r=c:d, ..

Proposicion 5. Los nimeros planos guardan entre st la razén compuesta de
las razones de sus lados.

Euclides continmia con distintas proposiciones sobre teoria de niimeros. En
las proposiciones 6 y 7 prueba que si ™ no mide ™ b, ningin término mide
cualquier otra, pero si a® mide 0", entonces él mide a" 1b. Estos resultados
estan relacionados con las proposiciones 14 a 17, en donde se prueba que,
segin a? mida o no mida b?, entonces a mide o no mide b, y reciprocamente.
En forma similar, segiin ¢® mida o no mida b3, @ mide o no mide b, y recip-
rocamente. En la Proposiciéon 13: “Si tantos nimeros como se quiera son
continuamente proporcionales y cada uno, al multiplicarse por si mismo, hace
algin nimero, los productos serdn proporcionales; y, si los nimeros iniciales,
al multiplicar a los productos, hacen ciertos nimeros, también estos ultimos
serdn proporcionales”, Fuclides prueba que si a,b,c,... estdn en progresién
geométrica, entonces asi lo estardn a?, b, c2, ... y a3, b, c3, ...

Previamente, en las proposiciones 8 a 10, Euclides estudia la interpolacién
de promedios geométricos entre nimeros. Por ejemplo, en la Proposicién
8 (“Si entre dos nimeros caen nimeros en proporcion continua con ellos,
entonces cuantos niumeros como caigan entre ellos en proporcion continua,
tantos caerdn también en proporcion continua entre los que guardan la misma
razon con los nimeros iniciales”) establece que si a : b = e : f y si existe
n promedios geométricos entre a y b, hay n promedios geométricos también
entre e y f. En la

Proposicién 9. (“Si dos numeros son primos entre si, y caen entre ellos
numeros en proporcion continua, entonces, cuantos niumeros caigan en pro-
porcion continua entre ellos, tantos caerdn también en proporcion continua
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entre uno de ellos y la unidad”) establece que si a™,a™ b, ... ab" ' b" es-
tan en progresion geométrica de n + 1 términos, asi lo estardn los (n — 1)
promedios entre a”,b", habrd (entonces) el mismo nimero de promedios ge-
ométricos entre 1 y a™, y entre 1 y b"™ respectivamente.

En la Proposicién 10 (“Si entre cada uno de dos nmimeros y una unidad
caen numeros en proporcion continua, entonces, tantos numeros como caigan
en proporcion continua entre cada uno de ellos y la unidad, tantos caerdn
también en proporcion continua entre ellos”) establece el reciproco:

sil,a,a?,...,a™ y 1,b,b%, ...,b" estdn en progresién geométrica, habrd el
mismo niumero (n — 1) de promedios entre a” y 0. En la Proposicién
11 considera el caso particular: existe un niimero media proporcional entre
nimeros cuadrados. Euclides contimia elaborando una serie de interesantes
resultados sobre la teorfa de niimeros, culminando este libro con las siguientes
tres proposiciones.

Proposicion 25. Si dos nimeros guardan entre si la razon que un nimero
cubo guarda con un nimero cubo y el primo es cubo, el sequndo también serd
cubo.

Proposicion 26. Los nimeros planos semejantes guardan entre si la razon
que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado

Proposicién 27. Los numeros sélidos semejantes guardan entre si la razon
que un numero cubo guarda con un niumero cubo.

LIBRO IX

En este ltimo libro sobre teoria de niimeros, Euclides presenta resultados
de gran interés para la aritmética; por ejemplo, en la Proposicién 20 establece
que el conjunto de nimeros primos es infinito (“los nimeros primos son mas
que cualquier cantidad fijada de antemano de nimeros primos”). Algunos
resultados provienen de la Escuela Pitagérica (nimeros pares, impares y sus
relaciones). Se conjetura que Euclides haya tomado el contenido de este li-
bro de un texto pitagérico sin hacer cambios substanciales. En la parte final
se encuentra una férmula para hallar la suma de niimeros en progresién ge-
ométrica. Estudia también a los nimeros perfectos. El Libro IX contiene 36
proposiciones. Veamos.
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Proposicion 1. Si dos nimeros planos semejantes, al multiplicarse entre si,
hacen un nimero, el producto serd cuadrado.

Proposiciéon 2. Si dos nimeros, al multiplicarse entre si, hacen un nimero
cuadrado, son nimeros planos semejantes.

Proposicion 3. Si un nimero cubo, al multiplicarse por si mismo, hace algin
nimero, el producto serd cubo.

Proposicién 4. Si un nimero cubo, al multiplicar a un nimero cubo, hace
algun nimero, el producto serd cubo.

Proposicion 5. Si un nimero cubo, al multiplicar a algin nimero, hace un
nimero cubo, el niimero multiplicado también serd cubo. (Si a®b es un cubo,
b es un cubo).

Proposicion 6. St un nimero, al multiplicarse por si mismo, hace un niimero
cubo, también el mismo serd cubo. (Si a* es un cubo, a es un cubo).

Proposicion 7. Si un nimero compuesto, al multiplicar a un nimero, hace
algin nimero, el producto serd sdlido.

Las proposiciones 8 a 13 tratan sobre series de términos en progresiéon
geométrica las que comienzan con 1. Asi, por ejemplo,

Proposicion 8. Si tantos niimeros como se quiera a partir de una unidad son
continuamente proporcionales, el tercero a partir de la unidad serd cuadrado,
de la misma forma que todos los que dejan un intervalo de uno, y el cuarto
serd cubo, de la misma forma que todos los que dejan un intervalo de dos,
y el séptimo serd al mismo tiempo cubo y cuadrado, de la misma forma que
todos los que dejan un intervalo de cinco.

Luego de presentar a las proposiciones 9 al 19, que contienen interesantes
resultados sobre nimeros, Euclides pasa a considerar la importante proposi-
cién 20 sobre la infinitud de los nimeros primos.

Proposicion 20. Hay mds nimeros primos que cualquier cantidad propuesta
de mimeros primos.
Prueba.

Sean A, B, C' los nimeros primos asignados.

Yo digo (dice Euclides) que hay mas nimeros primos que A, B, C.
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Ya que sea el menor nimero medido por A y B ser tomado, y sea él ser
DFE; sea la unidad DF' agregada a DE. Entonces, F'F' es primo o no lo es.
Primero, si él es primo; entonces los nimeros primos A, B, C, EF han sido
encontrados los cuales son mas que A, B, C.

A_
B — =

C

D
E F

Enseguida, sea E'F' no primo; luego es el medido por algtin niimero primo
(Prop. 31. VII). Sea él medido por el nimero primo G.

Yo digo que G no es el mismo con cualquiera de los nimeros A, B, C.

Porque, si posible, sea ello ser asi.

Ahora A, B, C' medible DFE; luego G serd también medible DE.

Pero él también mide EF. Por tanto G, siendo un nimero, medird el
residuo (resto), la unidad DF, lo cual es absurdo.

Luego G no es el mismo que cualquiera de los nimeros A, B, C.

Y por hipétesis €l es primo. Por tanto los niimeros primos A, B, C, G han
sido encontrados los cuales son mas que la multitud asignada de A, B, C.
Esto se querfa demostrar.

Proposicién 21. Si se suman tantos nimeros pares como se quiera, el total
es un numero par.
Prueba.

B C D
A : } . E

Porque sean muchos nimeros pares como nosotros deseemos AB, BC,
CD, DE que serdn sumados juntos; Yo digo que el todo AFE es par.

Porque, desde que cada uno de los nimeros AB, BC, C'D, DFE es par,
ellos tienen una mitad (Def. 6. VII); luego el todo AFE tiene también una
mitad.

Pero un nimero par es aquel el cual es divisible en dos partes iguales;
luego AFE es par. Que es lo que se queria demostrar.
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Proposicion 22. Si se suman tantos nimeros impares como se quiera y Su
cantidad es par, el total serd par.
Prueba. B C

D
A : i i E
Porque sean muchos nimeros impares como deseemos, AB, BC, CD, DFE,
par en multitud, que serdn sumados juntos; Yo digo que el todo AF es par.
Porque, desde que cada uno de los nimeros AB, BC, CD, DFE es impar,
si una unidad es substraida de cada nimero, cada residuo serd par (Definicion
7. VII); asi que la suma de ellos serd par (Prop. 21. IX).

Pero la multitud de las unidades es también par. Luego el todo AFE es
también par (Prop. 21. IX). Que se desea probar.

|

FEuclides continia desarrollando un conjunto de resultados sobre nimeros

pares, impares, par de veces impar, par de veces par, concluyendo este libro
con dos interesantes resultados. Asi,

Proposicién 35. Si tantos niimeros como se quiera son continuamente pro-
porcionales, y se quitan del sequndo y del wiltimo nimeros iguales al primero,
entonces, tal y como el exceso del sequndo es al primero, de la misma manera
el exceso del ultimo serd a todos los anteriores a él.

En esta proposicién, Fuclides nos da la suma de una progresion geométri-
ca de n términos. Asi, supongamos que ay, as, as, ..., G,1+1 sean n+ 1 términos
en progresion geométrica, entonces Euclides considera el siguiente argumento:

ap+1  Qn  Qp-1 Qg
- - - - _’
ap, Ap—1 Ap—2 ai
luego
an+1_an_an_an71 o _a2_a1
ap Ap—1 a1

Ahora suma antecedentes y consecuentes para obtener (Prop. 12. VII),

an+1 — 1 G2 —

(p + Qp_1+ ... + a1 a;
de donde:

a1(an+1—a1)
ai+a+..+a,=——==85,.
o — aq
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Proposicion 36. Si tantos nimeros como se quiera a partir de una unidad se
disponen en proporcion duplicada hasta que su suma total resulte un nimero
primo, y el total multiplicado por el dltimo produce algin nimero, el producto
serd un nimero perfecto.

Euclides, en esta tltima proposicién del Libro X nos da un criterio para los
nuimeros perfectos, esto es, si la suma de cualquier niimero de términos de la
serie 1,2,22,...,2" es un nimero primo, el producto (1 + 2 + 22 + ... 4 27) 2"
es un numero perfecto (esto es, es igual a la suma de todos sus factores).

La prueba original de esta proposicién es un tanto larga y técnica. Euclides
usa la definicién de nimero perfecto dada en el Libro VII. Como hemos men-
cionado, la Proposicién 36 es equivalente a decir que si S, = 1 + 2 + 22 +
... + 2771 = 2771 eg primo; entonces 2”71 (2" — 1) es perfecto. Es oportuno
mencionar que los antiguos griegos conocian a los cuatro primeros nimeros
perfectos 6, 28,496 y 8128. ;Vile el reciproco de la Proposicién 367 No ten-
emos informacién si esta cuestién continua siendo un problema abierto.

LIBRO X. Los Niumeros Irracionales.

En este libro, Euclides estudia a los nimeros irracionales, esto es, trata
a los segmentos que son inconmensurables respecto a un segmento rectilineo
dado. Es el libro mas voluminoso de todos los libros de los Elementos y
también el mas dificil de traducir y de interpretar. Contiene 16 definiciones
(distribuidas en tres grupos) y de 115 proposiciones. Es un libro escrito de
modo riguroso y por tanto es el mas admirado respecto a los otros libros.

Euclides estudia la clasificacién de los segmentos inconmensurables de la

forma a &+ vb, v/a+ vby \/+/a+ Vb, donde a y b son conmensurables. Es

oportuno mencionar que el viejo gedmetra considera ciertas racionalizaciones
a

b Ve Vbt e

Veamos las primeras definiciones.

en fracciones de la forma

Definicién 1. Se llaman magnitudes conmensurables aquellas que se mi-
den con la misma medida, e tnconmensurables aquellas de las que no es
posible hallar una medida comin.

Definicién 2. Las lineas rectas son conmensurables en cuadrado cuan-
do sus cuadrados se miden con la misma drea, e inconmensurables en
cuadrado cuando no es posible que sus cuadrados tengan una drea como
medida comun.
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Definicién 3. Dadas estas premisas, se demuestra que hay un nimero in-
finito de rectas respectivamente conmensurables e inconmensurables, unas
sélo en longitud y otras también en cuadrado con una recta determinada.
Se llama entonces racionalmente expresable la recta determinada; y las
conmensurables con ella, bien en longitud y en cuadrado, bien sélo en cuadra-
do, racionalmente expresables y las inconmensurables con ella se llaman no
racionalmente expresables.

Definicién 4. Y el cuadrado de la recta determinada se llama ractonal-
mente expresable, y los cuadrados conmensurables con éste racionalmente
expresables; pero los inconmensurables con él se llaman no racionalmente
expresables; y las rectas que los producen se llaman no racionalmente ex-
presables, a saber, si fueran cuadrados, los propios lados y si fueran otras
figuras rectilineas, aquellas rectas que construyan cuadrados iguales a ellos.

Proposicion 1. Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor
una magnitud mayor que la de su mitad y, de la que queda, una magnitud
mayor que su mitad y asi sucesivamente, quedard una magnitud que serd
menor que la magnitud menor donada.

Prueba.

Sean AB, C' dos magnitudes desiguales de los cuales AB es el mayor: Yo
digo que, si de AB substraemos una magnitud mayor que su mitad, y de lo
que queda una magnitud mayor que su mitad, y si este proceso es repetido
continuamente, quedard alguna magnitud la cual serd menor que la magnitud

C.
A K H B C

D f i E
F G

Porque C' si multiplicada serd en algin momento mayor que AB (Defini-
ci6n 4. V).

Sea €l multiplicado, y sea DE un muiltiplo de C' y mayor que AB; sea
DF dividido en las partes DF, F'G, GFE igual a C', de AB substraemos BH
mayor que su mitad, y, de AH, HK mayor que su mitad, y este proceso
es repetido continuamente hasta que los divisores en AB sean iguales en
multitud con los divisores en DFE.

Sea, entonces, AKX, KH, HB divisiones las cuales son iguales en multitud
con DF, FG, GE.
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Ahora, desde que DE es mayor que AB, y desde que de DE ha sido
substraido £G menor que su mitad, y, de AB, BH mayor que su mitad,
entonces el resto GD es mayor que el resto HA. Y, desde que GD es mayor
que HA, y ha sido substraido, de GD, la mitad GF', y, de HA, HK mayor
que su mitad, luego el resto DF' es mayor que el resto AK.

Pero DF es igual a C; luego C' es también mayor que AK.

Luego AK es menor que C.

Luego es quitado de la magnitud AB la magnitud AK el cual es menor
que la menor magnitud retirada, asi C.

[ |

En las siguientes proposiciones, hasta la 17, FEuclides estudia las propiedades
generales de las magnitudes conmensurables e inconmensurables. Veamos al-
gunas de ellas.

Proposicion 2. Si al restar continua y sucesivamente la menor de la mayor
de dos magnitudes desiguales, la que queda nunca mide a la anterior, las
magnitudes serdn inconmensurables.

Proposiciéon 3. Dadas dos magnitudes conmensurables, hallar su medida
comun marima.

Proposiciéon 4. Dadas tres magnitudes conmensurables, hallar su medida
comun mdzrima.

Proposicion 5. Las magnitudes conmensurables guardan entre si la misma
razon que un numero guarda con un nimero.

Proposicion 6. Si dos magnitudes guardan entre si la razon que un nimero
gquarda con un niumero, las magnitudes serdn conmensurables.

En las Proposiciones 5 a 8 (ver [HEA], vol.1), Euclides prueba que dos
magnitudes son conmensurables o inconmensurables segiin ellas tengan el
uno al otro la razén de un nimero a otro, lo que conduce a un resultado fun-
damental debido a Teeteto, y estd contenido en la Proposicién 9: “Los lados
de cuadrados son conmensurables o inconmensurables en longitud segin los
cuadrados tienen o no tienen la razén de un nimero cuadrado a un nimero
cuadrado, y reciprocamente”. En las Proposiciones 11 a 16 estudia la con-
mensurabilidad o inconmensurabilidad de magnitudes en base a familiares
relaciones de otras conectadas entre ellas. Por ejemplo, en la Proposicién
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14, Euclides establece: “si a : b = ¢ : d, entonces segin v/ a?> — b? es conmen-
surable o inconmensurable con a, \/c? — d? es conmensurable o inconmensu-
rable con c”.
Luego, en las Proposiciones 17 y 18, Euclides prueba que las raices de la
2

2

ecuacion cuadratica ax—x* = — son conmensurables o inconmensurables con

a segin v/ a? — b? es conmensurable o inconmensurable con a. Luego Euclides
pasa a estudiar a los rectangulos racionales e irracionales (Proposiciones 19 a
21); se establece algunas relaciones existentes entre la conmensurabilidad de
los lados y la de los cuadrados o rectangulos dibujados sobre ellos; introduce
la idea de lado “medial” de un cuadrado. Este concepto es introducido en la
Proposicién 21; un segmento es llamado medial si es la media proporcional
entre dos segmentos conmensurables en cuadrado; de esta manera, un me-

dial es un irracional de la forma v/aavb 6 av/b, donde a y b son fracciones

numéricas. A partir de la Proposicién 36 se estudian nimeros irracionales

de la forma y/+/a + Vb, donde a y b son conmensurables; se introducen los
irracionales binomiales, los que se estudian hasta la Proposicién 72. Se in-
troducen otras seis definiciones. En la parte casi final se considera la idea de

ap6tomas las que son expresiones con 1/+/a — V.

Este Libro X, por su complejidad, por su extensién y por su falta de
aplicaciones, es un libro dificil de digerir y por ello se le llama “la cruz de
los matematicos”.

Geometria del Espacio: LIBROS XI, XII y XIII.

Los Libros XI, XII y XIII, los tltimos tres libros de los Elementos, es-
tan dedicados a desarrollar la geometria del espacio, cuyo contenido es lo
que actualmente se aprende en un primer curso de geometria en el espacio
familiar a nosotros. En el Libro XI se exponen 28 definiciones y contiene
39 proposiciones relacionadas a la geometria tridimensional. Las definiciones
estan expuestas de un modo discutible, como, por ejemplo, cuando dice: “un
sélido es lo que tiene longitud, anchura y profundidad”; pero, al margen de
estas posibles imprecisiones hechas en una época en donde recién surgfa una
teoria matemdtica formal, lo escrito por Euclides es algo notable al extremo
de que auin hoy dia se le ensena, con las correcciones correspondientes. El
Libro XII contiene 18 proposiciones que tratan sobre la medida de figuras
planas usando el método de exhaustacién. En esta obra aparece también
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el recurso de doble reduccién al absurdo. En el tdltimo libro, el Libro XIII,
aparecen 18 proposiciones y estd dedicado al estudio de las propiedades de los
cinco soélidos regulares, las notables figuras césmicas de la Escuela de Platén.

Es concenso de que mucho de los resultados de este libro son debidos al
notable matematicoTeeteto. Euclides culmina esta monumental obra, “Los
Elementos” probando que no puede haber mas de cinco poliedros regulares.

LIBRO XI: Geometria de los Sélidos.

Comenzamos con las definiciones dadas en este libro.

Definicién 1. Un sélido es aquello que tiene longitud, anchura y profundi-
dad.

Definicién 2. Y el extremo de un sdlido es una superficie.

Definiciéon 3. Una recta es ortogonal a un plano cuando forma dngulos rectos
con todas las rectas que la tocan y que estdan en el plano.

Definicién 4. Un plano es ortogonal a un plano cuando las rectas dibujadas
en uno de los planos formando dngulos rectos con la interseccion comin a
los dos planos forman dngulos rectos con el plano que queda.

Definicién 5. Cuando desde el extremo de una recta elevado sobre un plano
se dibuja una perpendicular al plano y se traza otra recta desde el punto
que va hasta el extremo que estd en el plano de la primera recta, el dngulo
comprendido por la recta dibujada y la que estd sobre el plano es la inclinacion
de la recta con respecto al plano.

Definicién 6. La inclinacion de un plano respecto a un plano es el angulo
comprendido por las rectas dibujadas a un mismo punto formando dngulos
rectos con la seccion comin en cada uno de los planos.

Definicién 7. Se dice que un plano se inclina sobre un plano de manera
semejante a como otro plano se inclina sobre otro, cuando los dngulos de
inclinacion son iguales entre si.

Definicién 8. Planos paralelos son los que no concurren.

Definicién 9. Figuras sdlidas semejantes son las comprendidas por planos
semejantes iguales en nimero.
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Definicién 10. Figuras sdlidas iguales y semejantes son las comprendidas
por planos semejantes iguales en nimero y tamano.

Definicién 11. Un dngulo sélido es la inclinacion de mas de dos lineas que
se tocan entre st y no estdn en la misma superficie respecto a todas las lineas.
O dicho de otra manera: un dngulo solido es el que estd comprendido por mas
de dos dangulos planos construidos en el mismo punto, sin estar en el mismo
plano.

Definicién 12. Una piradmade es una figura sélida comprendida por planos,
construida desde un plano a un punto.

Definicién 13. Un prisma es una figura sélida comprendida por planos dos
de los cuales, los opuestos, son iguales, semejantes y paralelos, mientras que
los demds planos son paralelogramos.

Definicién 14. Cuando, estando fijo el didmetro de un semicirculo, se hace
girar el semicirculo y se vuelve de nuevo a la misma posicion inicial, la figura
comprendida es una esfera.

Definicién 15. Y el eje de la esfera es la recta que permanece fija en torno
a la que gira el semicirculo.

Definicién 16. Y el centro de la esfera es el mismo que el del semicirculo.

Definicién 17. Y el didmetro de la esfera es cualquier recta dibujada a través
del centro y limitada en las dos direcciones por la superficie de la esfera.

Definicién 18. Cuando, estando fijo uno de los lados que comprenden el
dangulo recto de un tridngulo rectangulo, se hace girar el tridngulo y se vuelve
de nuevo a la posicion inicial, la figura comprendida es un cono. Y si la
recta que permanece fija es iqual a la que queda del dngulo recto, el cono serd
rectdngulo, y si es menor obtusdangulo y si es mayor acutdngulo.

Definicién 19. Y el eje del cono es la recta que permanece fija entorno a la
que gira el tridngulo.

Definicién 20. Y la base es el circulo que describe la recta que gira.
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Definicién 21. Cuando, estando fijo uno de los lados que comprenden el
angulo recto de un paralelogramo rectangulo, se hace girar el paralelogramo y
vuelve de nuevo a la posicion inicial la figura comprendida es un cilindro.

Definicién 22. Y el eje del cilindro es la recta que permanece fija en torno
a la que gira el paralelogramo.

Definicién 23. Y las bases son los circulos por los dos lados opuestos que
giren.

Definicién 24. Conos y cilindros semejantes son aquellos en los que ejes y
diametros de las bases son proporcionales.

Definicién 25. Un cubo es la figura solida que estd comprendida por seis
cuadrados iguales.

Definicién 26. Un octaedro es una figura sélida comprendida por ocho
triangulos iguales y equildteros.

Definicién 27. Un icosaedro es la figura sélida comprendida por veinte
tridngulos iguales y equildteros.

Definicién 28. Un dodecaedro es la figura sélida comprendida por doce
pentdgonos iguales equildteros y equidngulos.

Nota. Observemos que Euclides solo define a cuatro de los famosos poliedros
regulares, no define al tetraedro, al que en el Libro XIII la llama “pirdmide”
(triangular).

Veamos algunas proposiciones contenidas en este libro. De la Proposicién
1 a la 19, Euclides estudia las propiedades de las lineas y de los planos;
asi, por ejemplo, considera resultados sobre lineas perpendiculares y planos
paralelos. De la proposicién 20 a la 26 Euclides trata a los dngulos sélidos, y
de la 27 hasta la parte final, Proposicién 39, estudia a los paralelepipedos y
a los prismas.

Proposicion 1. No es posible que una parte de una linea recta esté contenida
en el plano de referencia y otra parte de la recta en un plano mdas elevado.

(Es decir, una linea recta estd totalmente en un plano si una porcion de
ella estd en el plano).
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Proposicion 2. Si dos rectas se cortan una a otra estdn en el mismo plano,
y todo triangulo estd en un plano.

Proposiciéon 3. Si dos planos se cortan uno a otro su interseccion comain
es una linea recta.

Proposicion 4. Si se levanta una recta formando dngulos rectos con dos
rectas que se cortan una a otra en su interseccion comun, formard también
dangulos rectos con el plano que pasa a través de ellas.

Proposiciéon 5. Si se levanta una recta formando dngulos rectos con tres
rectas que se tocan en su interseccion comin, las tres rectas estdn contenidas
en el mismo plano.

Proposicion 6. Si dos rectas forman dngulos rectos con el mismo plano, las
rectas son paralelas.

Proposicion 7. Si dos rectas son paralelas y se toman unos puntos al azar
en cada una de ellas, la recta que une los puntos estd contenida en el mismo
plano que las paralelas.

Proposicion 8. Si dos rectas son paralelas y una de ellas forma dngulos
rectos con un plano cualquiera, la recta que queda formard también dngulos
rectos con el mismo plano.

Proposicion 9. Las paralelas a una misma recta y que no estan contenidas
en el mismo plano que la recta son también paralelas entre si.

Proposicion 10. St dos rectas que se tocan son paralelas a otras dos rectas
que se tocan, sin estar en el mismo plano, comprenderdn dngulos iguales.

Proposicion 11. Trazar una linea recta perpendicular a un plano dado desde
un punto dado elevado.

Proposicion 12. Levantar una linea recta formando dngulos rectos con un
plano dado desde un punto dado y contenido en el plano.

Proposiciéon 13. No se pueden levantar por el mismo lado dos rectas for-
mando dngulos rectos con el mismo plano desde el mismo punto.
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Proposiciéon 14. Los planos con los que una misma recta forma dngulos
rectos seran paralelos.

Proposicion 19. Si dos planos que se cortan forman dngulos rectos con un
plano, la interseccion comin formard también dngulos rectos con el mismo
plano.

Proposicion 20. Si un dngulo sélido es comprendido por tres dngulos planos,
dos cualquiera, tomados juntos de cualquier manera, son mayores que el
restante.

Proposicion 26. Construir un dngulo sdélido igual a un dngulo sélido dado
sobre una recta dada y en uno de sus puntos.

Proposiciéon 27. Trazar sobre una recta dada un sdlido paralelepipedo se-
mejante y situado de manera semejante a un solido paralelepipedo dado.

Proposicion 28. Si un sdlido paralelepipedo es cortado por un plano segin
las diagonales de los planos opuestos, el solido serd dividido en dos partes
tguales por el plano.

Proposicion 37. Si cuatro rectas son proporcionales, los sélidos paralelepipe-
dos semejantes y construtdos de manera semejante a partir de ellas serdn
también proporcionales; y si los solidos paralelepipedos semejantes y constru-
1dos de manera semejante a partir de ellas son proporcionales, también las
propias rectas serdn proporcionales.

Proposicion 38. Si los lados de los planos opuestos de un cubo se dividen en
dos partes iguales y se trazan planos a través de las secciones, la interseccion
comun de los planos y el didmetro del cubo se dividen mutuamente en dos
partes iguales.

Proposicién 39. Si dos prismas tienen la misma altura y uno tiene como
base un paralelogramo y el otro un tridngulo y el paralelogramo es el doble
del triangulo, los prismas serdn iguales.
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LIBRO XII: METODO DE EXHAUSTACION (o del “Agotamien-
to”).

En este libro, Euclides estudia la forma de calcular el drea del circulo
y los volimenes de los sélidos familiares; la idea fundamental es el método
del “agotamiento” o exhaustacién que como sabemos fue estudiado por
Eudoxo. Este método fue muy eficaz para obtener algunas cuadraturas, co-
mo lo obtuvo Arquimedes para el caso de un segmento parabdlico. La idea
del célculo integral estuvo muy cerca en las investigaciones de los antiguos
matemadticos griegos. Fuclides usa métodos de aproximacién para obtener
algunas dreas. En la tltima proposiciéon, Proposicién 18, calcula el volumen
de una esfera.

El libro comienza probando dos fundamentales resultados, de los cuales
el segundo es vital para obtener otros importantes teoremas.

Proposicion 1. Los poligonos semejantes inscritos en circulos son el uno al
otro como los cuadrados de los didmetros.

Proposiciéon 2. Los circulos son el uno al otro como los cuadrados de sus
didmetros.
Prueba. ([KLI], vol. 1; [FAU-GRA)).

Fuclides prueba en primer lugar que el circulo puede ser “agotado” por
poligonos. Comienza inscribiendo un cuadrado en el circulo. Observa que el

1
area del cuadrado es mayor que 3 del area del circulo ya que el drea de aquel

1
es 3 del drea del cuadrado circunscrito, y esta drea es mayor que el drea del
circulo.

Sea AB cualquier lado del cuadrado inscrito. El bisecta al arco AB en
el punto C, une A con C'y B con C, obteniendo AC' y C'B. Luego traza la
tangente en C' y traza AD y BFE perpendiculares a la tangente. Observa que

1
ABCFE = £BAC porque cada uno de ellos es 3 del arco C'B. Se tiene que
DFE es paralela a AB, y de esta manera ABED es un rectdngulo cuya drea
es mayor a la del segmento ABFCG. Luego el tridngulo ABC), el cual es la
1
mitad del rectdngulo, es mayor que 3 del segmento ABFCG. Repitiendo el

proceso en cada lado del cuadrado, obtenemos un octégono regular, el cual
incluye no solamente al cuadrado sino algo mas que la mitad de la diferencia
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entre el darea del circulo y el area del cuadrado.
C

D
A G F B

tm

Sobre cada lado del octégono podemos construir un triangulo, similar a lo
hecho con el tridngulo ABC' construido sobre AB. Asi se obtiene un poligono
regular de 16 lados, el cual encierra al octégono y mas de la mitad de la difer-
encia entre el drea del circulo y el drea del octégono. Este proceso puede ser
repetido tanto como se desee. En esta parte Euclides acude a la Proposicion
1 del Libro X (“Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor
una magnitud mayor que su mitad y, de lo que queda, una magnitud mayor
que su mitad y asi sucesivamente, quedard una magnitud que serd menor
que la magnitud menor donada”) para afirmar que la diferencia entre el drea
del circulo y el drea de algiin poligono regular de un niimero suficientemente
grande de lados, puede ser hecho menor que cualquier magnitud dada.

Sean S y S’ las dreas de dos circulos dados y sean d y d' sus respectivos
didmetros.

S

La tesis que Euclides desea probar es

S d?
A )
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Supongamos que no tuviéramos (*) pero que si tuviéramos (*) con S”
S d?

en vez de S’, esto es, asumamos que =
S"> 568" <8
Por ejemplo, asumamos que S” < S'.

donde S” es un area tal que

Ahora, Euclides construye poligonos regulares en S’ con nmimeros de lados
tan grande como se desee, hasta arribar a un poligono P’, el cual es tal que su
area difiere del de S” en una cantidad menor que S’ — S”. Se observa que este
poligono puede ser construido ya que se sabe que la diferencia entre el circulo
S’ y los poligonos regulares inscritos puede ser hecho menor que cualquier
magnitud dada, y de esta manera menor que S’ — S”. Luego se tiene

S'> P > 5" (**)

Ahora se escribe en S un poligono P, semejante a P’. luego, por la
d? S d?
Proposicién 1, tenemos = Ahora, desde que o = se tiene
P P ! "
también = g esto es, 5= Pero P < S, entonces P’ < S, lo
que por (**) es contradiccién. De un modo similar, S’ < S” nos lleva a un
absurdo. Luego, S” = S’. Esto prueba (*), que es lo que se desea probar.

Proposicion 3. Toda piramide que tenga como base un tridngulo se divide
en dos pirdmides iguales, semejantes una a la otra y a la pirdmide entera,
que tienen triangulos como base, y se divide en dos prismas iguales; y los dos
prismas son mayores que la mitad de la pirdmide entera.

Proposicion 4. Si hay dos pirdmides de la misma altura que tienen tridn-
gulos como base, y cada una de ellas se divide en dos pirdmides iguales entre
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sty semejantes a la piramide entera y en dos prismas iguales; entonces tal
y como la base de una pirdmide es a la base de la otra, entonces serdn todos
los prismas de una pirdmide a todos los prismas iguales en nimero a la otra
pirdmide.

Proposicion 5. Las pirdmides que tiene la misma altura y tienen tridngulos

como base son entre st como sus bases.

Proposicion 6. Las piramides que tienen la misma altura y tienen poligonos
como base son entre si como sus bases.

Proposiciéon 10. Cualquier cono es la tercera parte del cilindro que tiene la
misma base y la misma altura.

Proposicion 11. Los conos y cilindros que tienen la misma altura son entre
s como sus bases.

Proposicion 12. Los conos y cilindros semejantes guardan entre si una
razon triplicada de la que guardan los didmetros de sus bases.

Proposicion 13. Si un cilindro se corta por un plano que sea paralelo a los
planos opuestos, entonces, tal y como el cilindro es al cilindro, el eje es al
eje.

Proposicion 14. Los conos y cilindros que estan sobre bases iguales son
entre st como sus alturas.

Proposicién 17. Dadas dos esferas con el mismo centro, inscribir en la es-
fera mayor un sdélido poliédrico que no toque la superficie de la esfera menor.

Proposicion 18. Las esferas guardan entre si una razon triplicada de la
razon de sus respectivos didmetros.

Nota. Observemos lo similar de las anteriores proposiciones con las proposi-
ciones que actualmente aprende un estudiante de geometria del espacio.
Finalmente tenemos al iltimo libro de esta gran obra matemadtica.
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LIBRO XIII: Los Poliedros regulares.

Este libro estd dedicado a la construcciéon de los cinco poliedros regu-
lares; estudia las propiedades de esos poliedros. Todo ello estd contenido en
18 proposiciones; las seis primeras tratan sobre lineas cortadas en media y
extrema razon. En la dltima proposicién (18) se comparan entre sf los lados
de los cinco poliedros, en particular, con el didmetro de la esfera circunscrita.
Como corolario de esta proposicién tltima se prueba que no hay mas de
cinco poliedros regulares.

Presentemos algunas proposiciones de este libro.

Proposicion 1. Si se corta una linea recta en extrema y media razén, el
cuadrado del segmento mayor junto con el de la mitad de la recta entera es
cinco veces el cuadrado de la mitad.

Proposiciéon 2. Si el cuadrado de una linea recta es cinco veces el de un
segmento de ella misma, cuando se corta el doble de este segmento en extrema
y media razon, el segmento mayor es la parte que queda de la recta inicial.

Proposiciéon 3. Si se corta una linea recta en extrema y media razon, el
cuadrado del segmento menor junto con el de la mitad del segmento mayor
es cinco veces el cuadrado de la mitad del segmento mayor.

Proposicion 4. Si se corta una linea recta en extrema y media razén, el
cuadrado de la recta entera y del segmento menor juntos, son el triple del
cuadrado del segmento mayor.

Proposicion 7. Si tres dngulos de un pentdgono equildtero, sucesivos o no,
son iguales, el pentdgono serd equiangular.

Proposiciéon 8. Si en un pentdgono equildtero y equiangular, unas rectas
opuestas a dos dngulos sucesivos se cortan entre si en extrema y media Taz0n
y sus segmentos mayores son iguales al lado del pentdgono.

Proposiciéon 9. Si se unen el lado de un hexdgono y el de un decdgono
inscritos en el mismo circulo, la recta entera queda cortada en extrema vy
media razon, y su segmento mayor es el lado del hexdgono.
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Proposiciéon 10. Si se inscribe un pentdgono equildtero en un circulo, el
cuadrado del lado del pentdgono es igual a los cuadrados de los lados del
hexdgono y del decagono inscritos en el mismo circulo.

Proposicion 15. Construir un cubo inscrito en una esfera como en la piramide,
y demostrar que el cuadrado del didmetro de la esfera es el triple del cuadrado
del lado del cubo.

Proposicion 16. Construir un icosaedro inscrito en una esfera, como en las
figuras anteriores, y demostrar que el lado del icosaedro es la recta sin razon
expresable llamada menor.

Proposiciéon 17. Construir un dodecaedro inscrito en una esfera como en
las figuras anteriores, y demostrar que el lado del dodecaedro es la recta sin
razon expresable llamada apstoma.

Proposicién 18. Colocar los lados de las cinco figuras y compararlos entre
S.

Asi, sean las aristas ly, lg, lg, l12 y lag del tetraedro, cubo, octaedro,
dodecaedro e icosaedro, y sea d el didmetro de la esfera circunscrita, entonces
se tiene:

V2 1 1 V15— /3 10 (5 - V/5)
l4 - d7 16 - d) l8 - d7 112 - d7 l20 —
3 V3 V2 6 10

d

De esta manera hemos llegado al final de una breve presentacién del con-
tenido de los trece libros que constituyen los Elementos, una obra monumen-
tal pero que debido a la coyuntura de la época en que fue escrita, adolece de
ciertas deficiencias en sus definiciones y en los enunciados de ciertas proposi-
ciones. Se especula que la labor de Euclides fue consolidar de un modo notable
en una obra gran parte del conocimiento matematico hasta su época. En este
sentido se cree que los libros I, III y VI fueron una elaboracién hecha por
Euclides en base a escritos hechos, por sus predecesores, sobre geometria.
Los Libros II, VII, VIII y IX estdn fuertemente influenciados por el trabajo
de los pitagéricos. En el Libro IV existen algunos resultados de Teeteto, de
otros matemaéticos y sobre todo Euclides hereda los descubrimientos de la
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Escuela Pitagérica. Se especula que Euclides en el Libro V desarrolla la idea
de definir la igualdad de razones entre magnitudes segiin lo propuesto por
Fudoxo, y que Euclides desarrolla en este libro. En el Libro X, él elabora los
escritos de Teeteto. No estd muy claro el origen de lo que contiene el Libro
XI; se observa influencia de las ideas de Platén y de Aristételes, y segura-
mente de otras obras “Elementos”, elaborados antes de Euclides. El método
del “agotamiento” descubierto por Eudoxo es la idea fundamental tratada en
el Libro XII. Se especula que lo desarrollado por Euclides en el Libro XIII
son ideas debidas a Teeteto y mejoradas por Aristeo. Finalmente debe ser
cierto que existan diversas proposiciones descubiertas por el propio Euclides.

(iv). Euclides y su Obra.

Es anecdoético el hecho que el geémetra mas conocido por mateméticos y
no matematicos sea Euclides,a quién la historia de la matemaética no le debe
resultados de gran originalidad (al menos no se conoce), como fue el caso de
Arquimedes, por ejemplo, entre otros. Entonces, como deciamos al inicio de
la seccién (iii), jdénde estd el valor de la obra de Euclides? Responder esta
cuestion no es una tarea fécil, pues lo hecho por este matemdtico griego tuvo
gran influencia en el desarrollo de la matemadtica, y de la ciencia en general,
a través del tiempo. Su obra y la forma como fue hecha, lleva a delicadas
discusiones entre historiadores de la ciencia; abarca desde cuestionamientos
matemaéticos hasta los filoséficos-césmicos. Los “Elementos”, el principal es-
crito (conocido) por Euclides es una obra que ha perdurado en el tiempo un
promedio de 2 300 anos; ha guiado al pensamiento geométrico desde aquel en-
tonces, siglo III A.C., hasta nuestros dias en el sentido de que atn se le sigue
ensenando en sus ideas esenciales; atin se escriben articulos y bellos libros
sobre geometria euclideana. Una parcial respuesta a la pregunta planteada
anteriormente es que con Euclides se inicia una etapa en que la matematica
se la estudia de un modo axiomatico, partiendo de ideas primitivas, de ciertos
conceptos y de cinco axiomas o postulados, y en base a ello se construye un
bello edificio geométrico-aritmético, hecho de un modo abstracto, solo jugan-
do con ideas puras. Debemos remarcar que la pureza del razonamiento fue
una caracteristica de los pensadores griegos. Euclides heredé de Platén y de
Aristételes el gusto por la sublime abstraccién de los argumentos matemati-
cos, tanto es asi que en todo los “Elementos” no existe aplicacién alguna;
ella estd divorciada del mundo fisico, no aceptando asf el origen histérico que
tuvo la matemdtica pues ya en las antiquisimas civilizaciones Babilénica y
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Egipcia, la matematica fue cultivada en relacién intrinseca a los problemas
del mundo ffsico, aun cuando ya existia cierta abstraccién en los argumen-
tos. Esta relacién es hoy dia una caracteristica esencial de la matemadtica
contempordnea.

Los Libros XIV y XV.

Culminada la titdnica tarea empleada por Euclides para escribir Los El-
ementos, surgieron a posterior dos libros extras, no debidos a Euclides y que
pretenden continuar con el trabajo iniciado por el gran geémetra griego. Son
los llamados Libro XIV y Libro XV. El primero es atribuido a Hipsicles
de Alejandria (Siglo II, A.C.) y en donde se continta las investigaciones he-
chas por Apolonio; el prefacio de este libro es de gran interés histérico. En
este libro aparecen relaciones entre los elementos de los poliedros regulares.
El Libro XV es de menor calidad que el anterior y trata, por ejemplo, sobre
la inscripciéon de un sélido regular en otro; se estudia también el problema
de determinar el nimero de aristas y de caras de los poliedros regulares; se
estudia la amplitud de los dngulos diedros de los cinco poliedros regulares.
Se conjetura que este libro es obra de diversos autores que vivieron entre
los siglos V y VI de nuestra Era, aunque hay historiadores que atribuyen
también a Hipsicles la autorfa del Libro XV.

Otras Obras de Euclides.

Otras obras de Euclides han sobrevivido hasta nosotros o que se las conoce
por referencias histéricas. Entre ellas tenemos:

e Los Datos. Este libro, junto con los Elementos, son las tinicas obras
de Euclides que atin existen. Los Datos fue concebida para facilitar las
aplicaciones (que no existen en Los Elementos) y para instruir como
resolver problemas. A Pappus matematico e historiador, le debemos
algunos comentarios sobre el valor de este libro, en donde aparecen
problemas como el siguiente, “si se conoce un dngulo de un tridngu-
lo y la razén entre el rectdngulo formado por los lados adyacentes al
angulo y el cuadrado del lado opuesto, el triangulo estd dado en su
forma (“especie”)”; y de esta manera queda determinado un conjunto
de tridngulos semejantes.
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e Sobre la Divisién de las Figuras. De esta obra se conserva una
versién drabe pues el original se perdié; ella contiene 36 proposiciones
que tratan sobre la divisién de figuras planas (tridngulos, trapecios y
paralelogramos). La cuestién se reduce a dividir una figura (rectilinea)
mediante una lfnea orientada, en dos partes que estén en una razén da-
da. Tenemos conocimiento de esta obra por los comentarios de Proclo.

e Lugares Geométricos en Superficies. Esta obra comprende dos
libros en donde estudia, en particular, al cono y al cilindro.

e Secciones Cénicas. Es una obra escrita en cuatro libros y que segin
Pappus, Euclides trabajé arduamente, mejorando la obra de Aristeo,
y sirvié de fundamento para la gran obra de Apolonio; tan es asi que
en el prefacio de las “cénicas” se lee: <el libro tercero encierra muchos
teoremas notables que son titiles para la sintesis de los lugares sélidos,
y son en su mayor parte bellos y nuevos. Despues de haberlos descu-
bierto, noté que Euclides no habia obtenido la sintesis de los lugares
geométricos relativos a tres y a cuatro rectas, pero apenas una parte
de ellas y de una manera no muy feliz; y que, también, no era posible
completar bien esta sintesis sin aquello que yo descubri.>>

e Los Porismas. Esta obra fue escrita en tres libros y merecié una gran
discusién por parte de Pappus, quien en su libro VII de “Las Colec-
ciones Matemadticas” nos dice que “Los Porismas contiene una coleccién
ingeniosa de cosas 1tiles para resolver los problemas mas dificiles ...”.
Posiblemente esta obra de Euclides sea, después de Los Elementos,
de gran importancia para la posteridad; por ello, varios investigadores
han tratado de reconstruirla. Ella contiene diversas proposiciones so-
bre las transversales, y sobre las divisiones homograficas, temas que
actualmente estudia la geometria proyectiva, y es base de la geometria
moderna. El significado de porismo es el de una proposicién en que se
pide hallar aquello que es propuesto. Se la definié como un teorema, in-
completo que exprime ciertas relaciones existentes entre seres variables,

seguin una ley comun.

A Euclides se le atribuye diversos otros escritos, como son, La éptica, que
segin Proclo es un trabajo en donde se presenta una exposicién mateméti-
ca de los fenémenos de la propagaciéon de la luz. Se le atribuye también
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la “Catétrica”, un trabajo sobre fisica-matematica, aunque existen histori-
adores que dan como autor de esta obra a Teao de Alejandria; en este libro
se estudian los fenémenos que provienen de la reflexién de la luz en espejos
planos o esféricos. A Euclides también se le atribuye la autoria de algunos
trabajos sobre astronomia y algunos otros dedicados a la miisica y a la
mecdnica.

Si bien es cierto que Euclides no traté diversos temas mateméticos impor-
tantes de su época, se puede afirmar que la matemdtica “elemental” estuvo
contenida en su obra, preparando asi la ruta por donde han de seguir una
nueva generacion de brillantes matematicos de la Escuela de Alejandria, entre
los que se destacarén Arquimedes y Apolonio.

COMENTARIOS 1.2.

1. Las milenarias culturas Babilénica y Egipcia indudablemente contribuyeron
al florecimiento de una nueva cultura, la que se ubicaria a través del
mediterrdneo. Las mentes inquietas anhelaban viajar a Egipto y a Ba-
bilonia para aprender la matematica, la astronomia y otros conocimien-
tos, quienes al retornar a la tierra natal desarrollaron nuevos conocimien-
tos. Asi, Tales de Mileto aprendié en Egipto el conocimiento matemati-
co que le ha de servir para su propia produccién. Pitdgoras fue un gran
viajero; se afirma que estuvo en Babilonia, en Egipcio y en otras ciu-
dades legendarias.

La evolucién de la matematica ha sido un proceso a través del tiempo, a
veces lento, de muchos siglos; debido a factores especiales, coyunturales
a veces, hubieron etapas en que florecieron pléyades de mateméticos de
altfsimo nivel que marcarfan época. Algo asi ocurrié con el surgimiento
de la gran Cultura Griega. Pero, posiblemente, tal situacién hubiera
tardado en aparecer sin el aporte de otras culturas predecesoras. Como
sabemos, la matemética cultivada en Egipto y en Babilonia fue practi-
ca, con aplicaciones a ciertos problemas concretos; fue una matematica
utilitaria, al contrario la cultivada en Grecia, la que fue una matemati-
ca pura. Las ideas filoséficas de Platén y Aristételes influyeron en el
idealismo matematico cultivado por los griegos. Esto al menos has-
ta antes de Arquimedes. Tal idealismo era opuesto a la evolucién de
la matemadtica durante muchos siglos atras de tal perfodo griego. La
matemadtica surgié y evolucioné en funcién a las necesidades que el
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hombre tuvo frente a la naturaleza, lo que no prohibié que surgieran
ya ciertas abstracciones en muchos resultados de los egipcios y babilo-
nios, como lo muestra, por ejemplo, la férmula que da la suma de los
n primeros nimeros naturales, asi como en las férmulas para calcular
dreas y volumenes de figuras geométricas bdsicas. Con Arquimedes
se rompe tal idealismo; él fue el primer gran matematico aplicado (y
también fue un genial matemético puro) de nuestra ciencia; esta nueva
actitud ha de caracterizar a la matemdtica moderna y contemporanea.

2. La Escuela Pitagérica, con Pitdgoras como gran Maestro, influyo mu-
cho en la evolucién de la matemdtica. Pitagoras fué, ademds, un gran
filésofo y tuvo en Platén un pensador que influyé en la caracteristica
del pensamiento pitagérico. La Escuela tuvo un cierto carécter reli-
gioso, con severas reglas que cumplir, dentro de la que estaba la reserva
que deberian tener sus miembros, lo que no permitié conocer la autoria
personal de los resultados matemaéticos obtenidos por los pitagéricos y
que generalmente se atribufan al Maestro.

Los pitagoéricos indagaron sobre la armonia del cosmos, teniendo como
fundamento a la idea del nimero. Para ellos, el pensamiento matemati-
co era una forma de comprender al universo; para llegar a tal con-
cepcion, Pitdgoras usé lo aprendido en Egipto y en Babilonia sobre
astronomfa; el movimiento de los astros son regidos por leyes aritméti-
cas. Lleg6 a concebir, posiblemente via experimentacion, que la armonia
de los sonidos estd gobernada por los nimeros. El gran pensador y
profundo matemadtico del siglo XX, K. Godel, asume el pensamiento
pitagérico-platénico al proclamar (ver [GUZ. 2|): <Existe, si no me
equivoco, todo un mundo que es el conjunto de las verdades matemati-
cas, al que no tenemos acceso mas que por la inteligencia, al igual que
existe el mundo de las realidades fisicas; ambas son independientes de
nosotros y de creacién divina>> .

3. En 1.2.4. (i) hemos presentado algunas construcciones geométricas he-
chas por los antiguos griegos, muchas de ellas muy ingeniosas y que
revelan el alto grado de comprension de los temas que manejaban. Las
construcciones geométricas, en general, son una excelente metodologia
para ensenar - aprender geometria, lo que (creemos) no se hace con la
frecuencia necesaria. Algunos célebres problemas en matemética fueron
sobre construcciones geométricas, como lo fue el problema de Apolonio
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(1.2.4. (i), (8)). Realizar una construccién geométrica implica conocer,
lo mejor posible, los requisitos matemaéticos a ser empleados, asi como
una buena visién (o visualizacién) espacial para concebir los pasos a ser
dados en la construccion. Los antiguos griegos tuvieron esas virtudes y
es un legado a la posteridad como un modelo de pensar.

. En la Grecia antigua surgieron tres clasicos famosos problemas, lo que

tuvieron una gran influencia en el desarrollo de la geometria, y que tu-
vieron ocupados a distintas generaciones de matematicos. Tales prob-
lemas fueron presentados en 1.2.4. (ii), y son: la duplicacién del cubo,
la triseccion del dngulo y la cuadratura del circulo. Debemos remarcar
que se exige que tales cuestiones sean resueltas solo usando regla (sin
divisiones numeéricas) y compds. De algiin modo, estos problemas estan
relacionados a la historia del niimero irracional 7 y cautivaron el interés
por su solucién a través de muchos siglos.

En la época de los antiguos griegos, el problema de la duplicacién del
cubo fue el mas famoso; sin embargo, su origen es un tanto obscuro;
asi, se narran algunas historias sobre la proclama de Dios a través del
ordculo, que interpretada por Platén significaba que Dios deseaba que
le construyeran un altar de doble tamano. Posiblemente este problema
este motivado en que los griegos conocieron como duplicar al cuadrado.

Asi, sea el cuadrado ABC'D y sea la diagonal BD; ahora se construye
el cuadrado BDEF sobre BD. Entonces se observa que BDEF es el
doble que ABCD.

A B

E

Respecto al problema de la triseccién del angulo, usando solo regla y
compds, a través del tiempo se hicieron esfuerzos para encontrar su
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solucion, lo cual es imposible bajo tales condiciones; mucha gente creyé
haber encontrado la solucién pero se encontraron algunos errores en
el argumento dado. Respecto a este problema no existe alguna histo-
ria confiable sobre su origen. Las caracteristicas de este problema son
diferentes a las de los otros problemas. Es cierto que algunos dangulos
pueden ser trisectados, por ejemplo, un dngulo recto (ver 1.2.4. (ii));
el angulo de 27 grados también puede ser trisectado; sin embargo, el
problema es general, para cualquier éngulo.

Respecto al problema de la cuadratura del circulo, como sabemos, la
cuestion es: “dado un circulo, jes posible construir un cuadrado que
tenga exactamente la misma drea que la del circulo dado?” En tal
construccién, sabemos también, solo se debe usar regla y compds. Fue
demostrado que tal construcciéon exacta no es posible realizarse, sin
embargo, se encontraron diversas construcciones aproximadas, lo
que de algin modo estd relacionado al problema de aproximar, mejor
y mejor, al nimero 7. Ya hemos tenido oportunidad de ver que el
rectangulo, el tridngulo, los poligonos, y ciertas “lunas”, son cuadrables,
es decir, se puede construir cuadrados que tienen la misma &drea que
tales figuras geométricas. De algun modo, debe haber parecido natural
preguntarse si el circulo tiene tal propiedad. El origen de este problema
se encuentra en la antigua Grecia; uno de los primeros mateméticos en
intentar su solucién fue Anaxdgoras.

Mucho se ha escrito sobre estos tres problemas de la Antiguedad. El
lector es invitado a revisar los libros citados en la bibliografia, en donde
se puede encontrar distintas referencias sobre estas cldsicas cuestiones.
En particular sugerimos ver los interesantes articulos, en Internet, de
los profesores J. J. O “Connor - E. F. Robertson.

Un estudio detallado de estos problemas, en su aspecto histérico -
matematico, es una fascinante tarea por hacerse.

5. Una cuestion de cierta curiosidad puede ser: ; Cémo conocemos nosotros
la matemadtica elaborada tantos siglos atrds?, ;Cémo en la actualidad
sabemos de la existencia de muchos matemaéaticos que aportaron traba-
jos matemadticos de gran valor?. La respuesta no es facil darse ya que
en esa época (un promedio de dos mil quinientos anos atras) no existia,
es claro, todos los recursos y tecnologias que disponemos ahora y que
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permite garantizar la sobrevivencia del actual conocimiento, en general.
Como sabemos, el hombre ya ha enviado informacién de nuestra exis-
tencia hacia los confines del universo. Pero, lo que se hizo en aquella
época ha llegado en gran parte a nosotros gracias a los descubrimientos
arqueolégicos, muchos de ellos realizados en los siglos XIX y XX. Tam-
bién hemos heredado diversas traducciones y ediciones de publicaciones
matemadticas hechas por hindues, chinos y drabes fundamentalmente.
La informacién ha ido procesdndose de generacién en generaciéon. Mu-
chos escritos originales se han perdido y conocemos de sus existencias
por la mencién que hacen de ellas historiadores y mateméticos que
vivieron en los primeros siglos de nuestra Era.

Por otro lado, la informacién matemética que tenemos es producto de
grandes esfuerzos de equipos de investigadores quienes hicieron los des-
cubrimientos de los documentos,las traducciones del idioma original de
aquella época a diversas lenguas a través del tiempo. Es conveniente
que seamos concientes que algunos de tales documentos (tablillas, pa-
piros, ...) fueron encontrados mutilados, no nitidos, y en base a esta
situacién habfa que reconstruir la informacién que se tenfa. Por esta y
otras razones, el escribir la historia de la matematica en la Antiguedad
fue una ardua y dificil tarea; ademads, lo escrito en los libros podria ser
una cuestion no completamente cerrada pues nuevos documentos po-
drian ser encontrados. No obstante este panorama, es algo fascinante
el conocer los bellos trabajos matemaéticos provenientes de culturas an-
tiquisimas, como el perfodo de Tales a Euclides. Este nivel llegé a su
cumbre con las aportaciones de Arquimedes y Apolonio, como veremos
en el préximo capitulo.

Un ejemplo tipico de herencia histérico - matemaético es lo sucedido
con los Elementos de Euclides, libro que sufrié diversas ediciones, tra-
ducciones, interpretaciones, agregados, correcciones, y poco a poco fue
adquiriendo la forma como conocemos a la llamada geometria euclid-
eana. En los libros [ALM] y [HEA], el lector puede encontrar una buena
informacién sobre la matematica en la Antiguedad, con énfasis en la
matemadtica griega. También es invitado a recorrer las diversas paginas
en Internet, en donde puede encontrar abundante informacién sobre lo
sucedido en el perfodo entre Tales y Euclides.

6. El Teorema de Pitagoras.
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Durante muchos siglos los matematicos prestaron atencién al teorema
de Pitagoras, un resultado ya conocido por las legendarias culturas de
Babilonia y Egipto (alrededor de dos mil afios antes de Cristo). En esa
época llegaron a establecer una férmula que proveia de ternas pitagéri-
cas, algo realmente sorprendente para una matemaética que era funda-
mentalmente utilitaria. Con los griegos, en particular con Pitdgoras y
su Escuela, y luego con Euclides (Proposicién 47. Libro I), el teore-
ma adquiere una madurez matemadtica. Sin embargo, no obstante esta
cierta completitud dada por los griegos (llegaron a demostrar que el
reciproco del teorema también es cierto) la posteridad siguié prestando
atencién a tal resultado (geométrico en su origen) buscando nuevas
demostraciones. Se ha contabilizado al menos 367 demostraciones del
teorema de Pitdgoras, muchas de ellas andlogas unas de otras.

E. S. Loomis publicé, a inicios del siglo XX, un libro (“La Proposicién
Pitagoérica”) en donde se exhiben muchas de tales demostraciones; esto
nos indica el grado de atraccién que tuvo el teorema desde épocas re-
motas hasta tiempos recientes. Muchas de tales demostraciones fueron
dadas por matemdticos no muy conocidos, o atin por aficionados a
la matemética como fue el caso del presidente de EEUU, James A.
Garfield, quien ofrecié una ingeniosa demostracién del teorema. Que
algunos politicos tengan aficiones matemdticas es una gran idea pues
asi se entrenan en el rigor del pensamiento lo que los beneficia ante sus
electores con un comportamiento ordenado y légico.

[lustremos algunas demostraciones del teorema de Pitdgoras; para ello
seguiremos al entretenido libro de W. Dunham ([DUN. 2]), quien pre-
senta una prueba debida a un antiguo documento chino, otra debido
a John Wallis (siglo XVII) y finalmente la demostracién por Garfield
(1876).

e La matemadtica debe también la contribucién de los antiguos chinos,
una antiquisima cultura. En el libro “Chou pei suan ching” (entre mil
anos antes de Cristo e inicios de nuestra Era) se discute al teorema de
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Pitdgoras segin la figura (a).

Figura (a)

Partimos de que los chinos conocian al teorema de Pitdgoras para el
tridngulo rectdngulo de lados de longitudes 3, 4 y 5. En esta orientacién
completemos la figura (a) en la figura (b), lo que sugiere visualmente
al teorema de Pitdgoras. De un modo mas conveniente, sea el tridngulo
rectangulo ABC' segtn la figura (c).

4
/ \\\ . b
)4
D
A
y
" 71 TR a
N //
/ ¢ a B b
Figura (b) Figura (c)

Se construye un cuadrado con lado de longitud a+b. Luego se construye
el cuadrildtero ABDE (versién generalizada del hsuan - thu). Los cu-
atro tridngulos rectdngulos que aparecen, son congruentes (LAL). Se
prueba que tal cuadrildtero es un cuadrado. Luego, el drea del cuadra-
do interno es ¢ y el drea del cuadrado externo es

(a + b)* = a® + 2ab + b*.

Pero,
(a +b)* = 4 (drea AABC) + 2.
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Es decir, tenemos

a2—|—2ab+b2:4<%b) + 2,

de donde a? + b* = ¢?, como postula el teorema de Pitdgoras.
|

e La siguiente prueba del teorema de Pitdgoras se atribuye a J. Wallis,
matemadtico inglés, y que tiene la virtud de ser simple y corta. En tal
demostracién se usa semejanza de tridngulos (algo que aparece en el
Libro VI de los Elementos de Euclides; observemos que en el Libro I,
Euclides ya habia probado al teorema de Pitdgoras). Veamos.

Figura (d)

Sea el tridngulo rectangulo ABC, con catetos a, b e hipotenusa c;
ver figura (d). De C trazemos la perpendicular CD a AB. Pongamos
x = AD. Se verifica que el tridangulo ABC' es semejante a los tridngulos
BDC' y ADC. De la semejanza entre AABC' y AADC' se obtiene la

b ¢
razén — = —, de donde b? = ac y de la semejanza entre los tridngulos
x
ABC' y BDC, se tiene
a c
= -, 6 a®> =c* —xc .
c—x a

Por tanto se tiene, a® + b* = 2.

e La Demostracion de Garfield.

Un caso similar al presidente Garfield sucedi6 en el Peri; el presidente
Manuel Prado estudié matematica en la Universidad de San Marcos
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y se conjetura que obtuvo el doctorado. No conocemos que él haya
ejercido la docencia como profesor de matemsdticas (sus periodos como
presidente fueron, 1939 - 45 y 1956 - 62) ni que haya publicado algin
trabajo matemadtico; mas bien algunos militares fueron profesores de
matemadtica. En general es usual que alguien cultive alguna disciplina
ajena a su propia especialidad, como es el caso de la miisica. Respecto
a Garfield, luego de obtener la licenciatura (en 1856) en el College de
Massachusetts, ensenio matematica por un tiempo. En aquella época el
ambiente politico en los EEUU estaba inquieto; se venia la guerra civil.
Garfield participa en el escenario politico ocupando diversos cargos; en
1881 toma posesién como presidente del pafs; asi se tuvo a un presidente
matemaético. Lamentablemente su periodo duré muy poco tiempo pues
murié en aquel ano. Dejé su herencia como gobernante interesado en
la educacién de sus conciudadanos pero también nos dejé una herencia
matemdtica: un método para resolver al teorema de Pitagoras.

El Método Trapezoidal.

Sea el tridngulo rectdangulo AC' B. Por B construimos una perpendicular a
AB tal que BE = c. De E construimos la perpendicular ED a CD (BD es la
prolongacién de CB). Se observa que el AACB es congruente con el ABDE
(ALA). Luego, {CAB = {DBE y £CBA = £BED. Sea el segmento AE.
El cuadrildtero ACDE es trapezoide (AC//DE).

E
a
Por otro lado,
drea trapecio ACDE = suma de las dreas de los tres tridngulos.

Por tanto,

(base mayor + base menor) altura 5 <ab) 2
2
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de donde
(a+b) (a+b) = 2ab+ 2,

esto es,
a® + 2ab + b? = 2ab + 2,

de donde se tiene la tesis, a? + b* = 2.
|
La idea de esta prueba es muy ingeniosa. Un periodista de aquella época
lo comenté diciendo: “pensamos que esto es algo en lo que los miembros de
ambas cdmaras podemos estar de acuerdo sin distinciéon de partidos”.

7. Euclides y “Los Elementos”. ; Porqué hemos dedicado muchas pagi-
nas a los Elementos de Euclides? Posiblemente hubiera sido suficiente
dar unos cuantos comentarios para tener una idea del valor de esta
monumental obra. En verdad, asi lo habfamos planificado inicialmente
pero, conforme avanziabamos y nos documentdbamos comenzé nuestro
interés y curiosidad por conocer mas y mas sobre detalles de los Li-
bros en su conjunto, luego de cada Libro y de cada proposicién; fue
algo cautivante. Era la oportunidad de conocer, de tener alguna idea
de como Euclides escribié Los Elementos, al menos en la forma como
ha llegado a nuestra época. El plan que comenzé a surgir fue la con-
veniencia de que en nuestro paifs el lector co-participe del placer de
apreciar algunos detalles de la estructura de esta singular obra. Tam-
poco hemos pretendido ser completos en tal apreciacién pues ello es
una tarea que estd mucho mas alld de nuestra competencia. Posible-
mente este intento sirva como una motivaciéon para posteriores trabajos
sobre Euclides y su obra. Esto puede ser un reto para el lector y para
nosotros. Capaz pueda ser discutible la utilidad de hacer tal esfuerzo en
el contexto de los actuales tiempos; sin embargo, consideramos que to-
do matemdtico profesional deberia tener alguna informacién, la mejor
posible, sobre Los Elementos; esto es parte de la cultura matemética
que deberiamos poseer para comprender mejor como la evolucion de la
concepcion del espacio fue procesdndose desde lejanos tiempos hasta
la época contempordnea. En armonia con esta idea, las bibliotecas de
matemadtica de nuestras universidades deberfan tener un ejemplar de
Los Elementos de Euclides (existen ediciones de esta obra). De esta
manera podriamos satisfacer lo planteado arriba; en particular, para
que nuestros jévenes estudiantes de matemdticas, y de ciencias (o atin
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de otras dreas) puedan apreciar el gran aporte histérico - matematico
de la antigua cultura griega.

Del estudio de Los Elementos pueden surgir diversos proyectos de in-
vestigacién, como se realiza en diversas universidades extranjeras. Por
ejemplo, hacer un estudio critico de la teorfa de mimeros presentado
por Euclides en base a lo hecho por sus comtemporaneos; en particular,
estudiar a Pitdgoras y su Escuela en relacién a la teorfa de niimeros.
El profesor Miguel de Guzmén fue un ardiente admirador de Pitdgoras
y de su obra; él escribié diversos interesantes articulos sobre Pitdgoras
(ver, por ejemplo, [GUZ. 1], [GUZ. 2]). El Profesor M. de Guzman falle-
ci6 meses atras dejandonos muchos escritos relacionados con la historia
de la matemadtica en donde nos revela su gran competencia académica,
y amplia cultura, para tratar estos delicados temas.

EJERCICIOS 1.2.

1. (a) Describa, usando un mapa de aquella época, la ubicacién de algunas

ciudades ubicadas en el entorno del Mar Mediterraneo, mencionado
porque ellas fueron importantes en el desarrollo de la matematica en la
Antiguedad.

(b) Explique como pudo haber surgido la civilizacién griega. ;Cémo
influyé en ella lo logrado por las culturas egipcia y la babilénica?
(¢) Redacta un breve informe sobre Tales de mileto mencionando la

obra matemadtica atribuida a él. Haga un breve andlisis - critico
de tal obra.

2. (a) Pruebe, al menos, dos de los resultados atribuidos a Tales. ;Ud.

podria haber coincidido con lo hecho por Tales?

(b) Si ud. hubiera vivido en la época de Tales, ;{Cémo lo habria cal-
ificado luego que él predijiera un eclipse de Sol?, ;qué opinién se
habria formado sobre la utilidad de la matemética para interpretar
al mundo fisico?

(c) {Cual fue el elemento bésico de su filosofia natural?; ; porqué Tales
lo tomarfa como elemento bésico del universo?
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10.

11.

12.

13.

(a) Redacte un breve informe sobre la influencia de Pitdgoras y su
Escuela en el desarrollo de la matematica en la Antiguedad.

(b) ;Cudl es su critica por la naturaleza estrictamente tedrica de la
matematica pitagoérica?

(c) Elabore un informe sobre el teorema de Pitdgoras, sus variantes y
demostraciones.
(a) Explique en que consiste el problema de “cuadrar” una figura plana.
(b) Explique como un recténgulo, un tridngulo y un poligono son
cuadrables. Explique la cuadratura de una linula (Hipdcrates).
(c) ;Qué puede decir de la cuadratura del circulo?

Informe sobre algunos aspectos de la obra matemaética de Arquitas de
Tarento.

Investigue algunos aspectos histéricos del problema de Apolonio (1.2.4.

(i)- (8))-

Redacte un informe sobre los tres cldsicos problemas de la Antiguedad.
(Use informacién extraida de Internet).

.,Cémo fue la influencia de Platén y de Aristételes en la evolucion de
la matemdtica en su tiempo?, ;y en la posteridad? Mencione a los
matematicos que florecieron bajo sus directas influencias.

Remarque la figura de Eudoxo de Cnido; explique el método exhaustivo
y a la teorfa de las proporciones.

., Coémo fue el entorno matemético al final del Perfodo Elénico?

Explique cual fue el papel que tuvo la Biblioteca y el Museo en la
Antigua Alejandria.

De los trece libros que tiene Los Elementos, jcudl es el que mas aprecia
ud.? (su respuesta podria ser en plural).

Dé una sintesis sobre la teorfa de nimeros presentado en los Libros VII,
VIIT y IX.
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14. Haciendo uso de la figura adjunta, dé una demostracién del teorema de
Pitdgoras. (Use congruencia por adicién).

b
15. Sean a y b dos nimeros positivos. Si A = a—2|— , G=+vab y H =
2ab b
— ebe que:
—— Pruebe qu

a) H <G < A. Se tiene la igualdad si y solo si a = b.

b) a: H=H :b (proporcién musical).

¢) (Definicién pitagérica de la media armonica de a y b). H es la
a

media armonica de a y b si existe un nimero n tal que a = H + —

; n
y H=b+—.
n
1 1 1 1

d) +

+ =—+-.
H—a H-b a b
16. Pruebe que no existe ningin tridngulo rectdngulo isésceles cuyos lados
son enteros.

17. Pruebe que no existe ninguna terna pitagérica en la cual uno de los
enteros es la media geométrica de los otros dos.

18. ;Cuales son los cuatro primeros nimeros heptagonales (correspondi-
entes a poligonos regulares de siete lados)? (Haga los graficos corre-
spondientes).

19. Usando cartén, y otros materiales, construya los cinco poliedros regu-
lares.
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20. Teorema Fundamental de la Aritmética. [EVE]. “Dado un nimero
entero positivo a, existe una tinica sucesién aq, as, ..., a,,... de enteros,
donde el nimero de términos no - nulos es finito y tal que

a = 2"13%5% ..

donde 2, 3, 5, ... son nimeros primos consecutivos”.

Notacién. a = (ay,as,...,a,), con a, el dltimo exponente no nulo.
(Asi, 12 =(2,1), 14=(1,0,0,1), 27=(0,3), 360 = (3,2,1)).

Pruebe los teoremas:

T.1. ab= (CLl + bl, ag + bz, ) .
T.2. b es divisor de a si y solo si b; < a;, V1.

T.3. El ntimero de divisores de a es: (a3 + 1) (ag + 1) ... (a, + 1).

21. Pruebe que cualquier entero cuadrado permite 0 6 1 cuando se le divide
por 4.

22. Usando el ejercicio 21, deduzca que si (a, b, c) es un triple pitagérico
(a® +b? = %) entonces a y b no pueden ser ambos mimeros impares.

23. En la figura adjunta, el tridngulo AC'B es rectédngulo en C'. Pruebe que
los tres tridngulos ACB, ADC y BDC son semejantes. De esto, dé
otra demostracién del teorema de Pitdgoras. (Trate ain de hacer este
ejercicio, hecho ya por Wallis).

24. Escribamos un nimero impar arbitrario m en la forma 2¢ + 1, para
algiun entero q. Pruebe que m? tiene también la forma 27 + 1 (esto
prueba que m? es atin un nimero impar).
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25.

26.

27.

28.

29.
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Pruebe que el cuadrado de 2q + 1 es de la forma 4s 4+ 1, lo que nos
explica porqué todo nimero entero cuadrado produce residuo 0 6 1 al
dividirse por 4 (ejercicio 21).

Si (a,b, c) es un triple pitagérico (a® + b*> = ¢?) y a, b, ¢ no tienen un
factor comin, pruebe que uno, a 6 b, es par y el otro es impar.

Explique, matematicamente, porqué solo existen cinco poliedros regu-
lares. [Teeteto].

Platén afirma que Teodoro demostré que v/3 es irracional. Intente dar
una demostracion de esta afirmacion.

El Algoritmo de Euclides ([EVE]).

En el Libro VII de los Elementos esté el llamado algoritmo euclid-
eano, y que sirve para hallar el maximo divisor comin (m.d.c.) de
dos niimeros enteros. Este algoritmo ya era conocido mucho antes que
Euclides y consiste en:

< divida el mayor de dos nimeros enteros positivos por el menor y
entonces divida el divisor por el resto. Continde ese proceso de
dividir el iltimo divisor por el tltimo resto, hasta que la divisién
sea exacta. El divisor final es el m.d.c. buscado > .

(a) Encuentre, con el algoritmo euclideano, el m.d.c. de 679 y 1680.
(b) Pruebe que el algoritmo euclideano lleva en efecto al m.d.c.

(c) Sea h el m.d.c. de dos enteros positivos a y b. Pruebe que existen
enteros p y ¢ (no necesariamente positivos) para los cuales h =
pa + qb.

(d) Encuentre p y g para los enteros dados en la parte (a).

(e) Pruebe que: a y b son primos si y solo si existen enteros p y ¢ tal
que pa + gb = 1.

(f) Usando (e), pruebe que si p es primo y divide al producto uv,
entonces p divide a u 6 p divide a v.

(g) A partir de (f), pruebe el teorema fundamental de la aritmética: <
todo entero mayor que 1 puede ser factorizado univocamente en
un producto de nimeros primos>> .
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30. [STI]. Usando paralelas y tridngulos semejantes en la figura adjunta,
pruebe que la diagonal = del pentdgono regular de lado 1 satisface

N

T 1

1 z-1
31. Por los “elementos” de un estudio deductivo, los griegos quisieron decir
los teoremas gufa o clave que son de uso amplio y general en la materia.
La seleccion de los teoremas que deben tomarse como los elementos de
la materia requiere el ejercicio de cierto criterio.

Si se debieran elegir dos de los siguientes teoremas para “elementos”
de un curso de geometria plana, ;cudl elegirfa?

(i) La suma de los tres dngulos de un tridngulo es igual a dos éngulos
rectos.

(ii) Las tres alturas de un tridngulo, prolongadas si es necesario, con-
curren en un punto.

(iii) Un dngulo inscrito en una circunferencia se mide por la mitad de
su arco.

32. Redacte un breve informe histérico sobre los nimeros perfectos; ubique
estos nimeros dentro de Los Elementos. (Obtenga informacién via In-
ternet).
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Capitulo 2

Arquimedes - Apolonio.

Declinacion de la Matematica Griega.

Hemos tenido la oportunidad de ver en 1.2.5 la grandiosa obra matemaética
de Euclides, quien fundé la Escuela Matemdtica de Alejandria que ha de
florecer por varios siglos; ahi se llego a formar una grandiosa biblioteca. La
influencia del pensamiento euclideano permitié que alrededor del Tercer Siglo
A.C. surgieran matemadticos de altisimo nivel, entre los que mencionamos a:

e Aristarco de Samos, 300 - 250 A.C.
e Arquimedes de Siracuso, 287 - 212 A.C.
e Apolonio de Perga, 260 - 190 A.C.

e Eratéstenes de Cirene, 275 - 195 A.C.

De ellos, Arquimedes constituye la méxima expresién matemaética en la
Antiguedad y uno de los mayores genios en toda la Historia de la Matemética.

2.1. ARISTARCO.

(Hay autores que sefialan el anio 310 A.C. como la fecha de su nacimiento).
Aristarco fue un notable astrénomo que vino a Alejandria desde la isla de

225
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Samos; usé la matemdtica en sus investigaciones astronémicas. Fue el primero
en afirmar que la Tierra y los planetas giran alrededor del Sol, y que la
Luna gira alrededor de la Tierra. Sus cédlculos fueron hechos en base a pura
geometria pues la trigonometria era desconocida en su época.

Escribié una obra, llamada “Sobre las dimensiones y las distancias del
Sol y de la Luna”, la que contiene 18 proposiciones. Aristarco conocia que la
luz de la Luna que recibimos es reflexiéon de la luz solar sobre la Luna.

L

Emprende la tarea de determinar la relacién entre las distancias de la
Tierra a la Luna y al Sol; emplea el método llamado de la dicotomfa. Sea T’
la tierra, S el Sol y L la Luna y consideramos, en general, el tridngulo ST L.
Tal método tiene como punto de partida a la observacién de que este tridangulo
es rectdngulo en L en el momento en que la luna aparece “dicétoma”, esto
es, en el momento en que el Sol ilumina solo la mitad del disco lunar (primer
cuadrante). Ademds, en estas circunstancias, podemos ver a la Luna y al Sol
en el firmamento al mismo tiempo. Este notable astrénomo - matematico fue

capaz de postular que el angulo ST'L es 30 de un angulo recto (un valor mas

preciso, en la actualidad es 0.9981 de un dngulo recto). Bajo esta hipétesis
y de admitir que la Tierra se puede considerar como un punto respecto a la
6rbita lunar, se concluye que el dngulo en T es de 87°. (Observaciones hechas
en 1919 dan el valor 89°50").

Debemos resaltar que Aristarco usé regla y compds en sus construcciones,
al estilo de la geometria euclideana. Teniendo un tridngulo rectdngulo con

29
un dngulo agudo igual a 30 de angulo recto, él encuentra que la razon de

TL a TS es de alrededor de 19’ mas precisamente llega a establecer que:

TS
1 — < 20.
8<TL<O [+]
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Por tanto, Aristarco concluye que la distancia de la Tierra al Sol es de
alrededor 19 veces la distancia de la Tierra a la Luna. Reiteramos que si él
hubiera dispuesto de la trigonometria se hubiera tenido el siguiente simple
argumento:

TL
Si LSTL = 87°, entonces LTSL = 3° = (;T_O radianes; luego, 75 =
sen <1> ~ " ~ = tal como concluyé Aristarco luego de técnicos argu-
60/ — 60, 19’

mentos geométricos.

Precisemos que Aristarco estuvo en posicién de las siguientes afirma-
ciones, algo extraordinario en un ser pensante en el siglo III A.C., ellos son:

e la Tierra, el Sol y la Luna son esferas;

la Tierra gira alrededor del Sol, y la Luna alrededor de la Tierra;

la luz viaja a través de lineas rectas;

la luz de la Luna es reflexion de la luz del Sol;

los eclipses del Sol son causados por el bloqueo de la Luna de los rayos
solares que se dirigen a la Tierra, y los eclipses de Luna son causados
por el bloqueo de la Tierra de los rayos solares que se dirigen a la Luna.

Como observamos, Aristarco postul6 (tres siglos antes de Cristo) el sis-
tema heliocéntrico de nuestro sistema solar. Copérnico, en el siglo XV, jcono-
ci6 el trabajo de Aristarco?

Aplicando los anteriores argumentos, Aristarco establece que el Sol es
7 000 veces mas grande que la Luna; ahora se sabe que es de 64,000,000
veces. Sin embargo, atin con las deficiencias numéricas de algunos de sus
resultados, producto de la ausencia de una matematica adecuada, lo hecho
por este notable cientifico estd a la altura de los grandes pensadores de la
Escuela de Alejandria.

2.2. ARQUIMEDES.

“Serdn mas queridos aquellos que hayan
contribuido en mayor grado a la elevacién
de la raza y de la vida humana”
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A. Einstein

Arquimedes, un cientifico antiguo con una mente contemporanea.
Posiblemente esta frase defina bien al personaje que vamos a estudiar en esta
oportunidad. En efecto, Arquimedes representa la inteligencia matemética en
una elevada expresion, tanto como cientifico puro como cientifico aplicado, y
eso que algunas de sus obras se perdieron y nos son desconocidas. Es una de
las mentes mas brillantes en toda la historia de la matematica. Es claro que
solo pretendemos presentar algunos aspectos de su rica produccién cientifica.

2.2.1. Algunos Aspectos de su Vida.

Arquimedes vivié entre los anos 287 y 212 antes de Cristo; fue hijo del
astrénomo Fidias y nacié en Siracusa, Sicilia. Tuvo excelentes relaciones con
el rey Hierén, quien admiraba su genio matematico, al extremo que llegé a
proclamar:

< Nadie en el reino podrd dudar de una sola de sus palabras o de las
afirmaciones de Arquimedes > .

Si bien Arquimedes llegé a ser genial en las aplicaciones de la matematica,
fue el primer genio en la mecdnica, él se sentia mejor con sus estudios en
matemdtica pura. Desde muy joven se dedicé al estudio y a la investigacion,
lo que fue una caracteristica de toda su vida. A temprana edad viajo a
Alejandria, el mayor centro cientifico de entonces, en donde aprendié e hizo
amistad con los Maestros de la Escuela de Alejandria. Toda su vida fue una
continua meditacién en la solucién de problemas de toda naturaleza; fue un
hombre abstraido en sus propios pensamientos pero pisaba tierra, y la pisaba
bien!
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Hemos dicho que tuvo una “mente contemporanea”; en efecto, sus tra-
bajos fueron verdaderos articulos de investigacion, al estilo de los actuales
tiempos; fue agudo y sagaz e inventaba sus propios recursos para resolver deli-
cados problemas, tanto en matematica pura como en la aplicada. Arquimedes
fue un hombre al servicio de su ciudad; fue un sabio que se identificé con sus
ciudadanos. Estando en Alejandria, Arquimedes establecié una gran amistad
con Eratéstenes y Conon, ambos grandes matematicos y parece fueron las
unicas personas a quienes Arquimedes les confié sus descubrimientos.

Pasemos a presentar, de un modo no formal matemé&ticamente, algunas
contribuciones de Arquimedes a fin de precisar mas su personalidad como
hombre al servicio de su comunidad. Algunas son anécdotas que algunos
autores le restan credibilidad. Veamos.

(i) Agua para el desierto. El problema consistié en obtener agua del rio
Nilo para irrigar ciertos sectores dridos del desierto. Arquimedes construyé
un cilindro en cuyo interior puso una roscca helicoidal; luego, sumergfa la
parte inferior poniendo en movimiento la rosca lo que producia que el agua
subiera y saliera por la parte superior, obteniéndose el agua deseada.

(ii) Nace un planetario. Arquimedes construy6 una esfera para representar
al Sol, luego construyé otras esferas para simbolizar a la Tierra, a la Luna y
a los planetas conocidos en esa época. Todo este sistema lo movié con una
fuerza hidrdulica e hizo una construccién tan perfecta y se producian las
fases de la Luna, los eclipses y otros fenémenos celestes con una precisiéon
admirable, tanto asi que Platéon exclamé: “La ley de los movimientos celestes
es mas hermosa que la poética contemplacion de las estrellas”.

(iii) Arquimedes mueve un barco. En cierta ocasién el gran siracusano
exclamé: “dadme un punto de apoyo y levantaré al mundo”. El rey Hierén le
di6 la oportunidad de probar tal afirmacién cuando sus ingenieros navales se
sintieron incapaces de lanzar al mar un enorme barco carguero. El rey propuso
el problema al matemético, quien acepté el desafio. Arquimedes construyé
unas roldanas y dispuso un sistema de ellas alrededor del barco y entrené
a un conjunto de hombres para su manejo. Al final ligé todas las roldanas
con una cuerda cuyo extremo puso en las manos de una frégil joven, quien
al jalar la cuerda puso el sistema de roldanas en movimiento y el barco se
movié lenta y majestuosamente hacia el mar. El rey sobrecogido por lo que
vié, decretd: <Nadie en el reino ... > .
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(iv) Se descubre una alteracién. El rey Hierén mand6 preparar una
rica corona para la cual entregé una gran cantidad de oro a un artista. Al
ser entregada la joya, el rey desconfi6 de la honradez del artista y encargé
a Arquimedes el problema de saber si hubo o no mezcla. El problema no
era facil. Arquimedes fue un gran observador de las cosas que sucedian a su
alrededor; tenfa una rara y sorprendente combinacién de la intuicién objetiva
con una profunda abstraccién de las ideas que recibia del mundo fisico. Al
entrar a la tina a tomar un bano sintié la sensacién de que su cuerpo perdia
peso. Medité en la idea y concluyé que: “un cuerpo sumergido en el agua
pierde de su peso tanto cuanto pesa el agua que él desalojé”.

Esta conclusién le daba la solucién del problema. Se afirma que Ar-
quimedes salié corriendo completamente desnudo exclamando: “Eureka, eu-
reka” (“lo encontré, lo encontré”). Se iniciaba asi un capitulo de la fisica: la
hidrostatica.

Solucién del problema: hizo confeccionar dos masas, una de oro y
otra de plata, de igual peso que la corona, luego midi6 el volumen del agua
desalojada por cada uno de esos cuerpos y verificé que los volimenes eran
distintos. Luego, la corona fue mezclada con plata. Una mente genial la de
Arquimedes !

(v) Un matemadtico contra un ejército. En esta historia veremos co-
mo el ingenio de un hombre es capaz de vencer a un ejército; de como el
conocimiento matemdtico puede ayudarnos en nuestra sobrevivencia, pero
también puede servir para nuestra destruccién.

La ciudad de Siracusa fue sitiada por los soldados romanos al mando del
general Marcelo. La situacién era muy dificil para los siracusanos pues la
caida de la ciudad era inminente; el rey Hierén busca la ayuda del anciano
matemadtico para que se dedicara a construir todo tipo de mdquinas, tanto
para la ofensiva como para la defensiva. La mente creadora de Arquimedes
comienza a trabajar. Los romanos, duenos de una superioridad numérica,
pensaron que la dominacién de la ciudad era una cuestién fécil; de pronto !
... por las murallas de la ciudad aparecieron extranos aparatos que arrojaban
a gran velocidad todo tipo de proyectiles y grandes piedras que causaban
grandes danos a la tropa de Marcelo.

Cuando los romanos intentaron nuevamente el asalto por tierra y mar,
aparecieron por las murallas unos enormes brazos mecanicos que tomaban a
las naves, las sacudfan, las levantaban y luego las sumergian causando muchos
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estragos y bajas en las filas romanas. Contra este tipo de ofensiva y armas,
Marcelo no podia hacer algo, por lo contrario el pénico se apoder6 de sus
soldados que vefan en el autor de esas ingeniosas armas, al mismo demonio.

El general romano herido en su orgullo prometié no abandonar la lucha,
y el sitio de Siracusa duré mas de dos anos. En el transcurso de este tiempo,
y cuando los romanos atacaban otra vez, vieron aparecer por las murallas
unos espejos concavos.

.De qué se trataba esta vez?, ;alguna broma del enemigo?, pensaron los
romanos entre curiosos y atemorizados. El terror debe haber sido inmenso
cuando vieron que los espejos lanzaban rayos solares concentrados que provo-
caban incendios en las naves y en la gente que atacaba por tierra. Este cuadro
dantesco de destruccién era la aplicacién del conocimiento de Arquimedes so-
bre las leyes fisicas de los espejos céncavos.

Asi fue pasando el tiempo y Arquimedes era un hombre de ciencia que
no podifa vivir sin sus meditaciones matematicas. Solo en estas circunstan-
cias, cuando el anciano se abstrafa del mundo exterior, los romanos lograron
capturar a la ciudad, saquearla y destruirla. Marcelo ordené que se respetara
la vida del genial matemadtico, acto que amerita la sensibilidad del general.
Durante el saqueo, un soldado entra en una casa llena de aparatos y papiros;
en el jardin encuentra a un anciano encanecido y sentado en el mas comple-
to silencio y que meditaba sobre un problema geométrico en base a figuras
hechas en el piso. El soldado, que seguramente no sabfa ante quien estaba, le
ordend que se presentara inmediatamente ante Marcelo, lo que Arquimedes
no acepto sin antes resolver el problema y escribir la demostracién.

El soldado indignado por la respuesta sacé su espada y lo atraveso, siendo
“no borres mis circulos” las ltimas palabras de Arquimedes.

Esto es un episodio en que se enfrenta la inteligencia contra la estupidez y
la brutalidad de algunos hombres, algo que lamentablemente se ha de repetir
a través de la historia de la ciencia.

Marcelo se indigné de este tragico suceso y ordend, como un homenaje
a un gran hombre, se construyera (como Arquimedes ya lo habia dispuesto)
sobre su tumba una placa en donde se aprecia uno de sus mas bellos teoremas:
“una esfera inscrita en un cilindro”.

El prestigioso matemético contemporaneo Whitehead dijo: <Ningtin ro-
mano ha perdido su vida por estar absorvido en la contemplacién de una
figura matemdtica>> .
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2.2.2. La Obra Cientifica de Arquimedes.

La obra de este genial matemético es muy amplia y compleja en sus argu-
mentos matemaéticos; conocemos parte de su obra pues algunos se perdieron
(jcudntos?, jqué contenian?, ...). Algunos de sus trabajos se conocen por es-
critos hechos por posteriores mateméticos e historiadores de la ciencia griega.

Veamos una visién de las obras de Arquimedes, sin atin usar argumentos
matemaéticos. Ellas son:

1. “Primer libro de los equilibrios”: trata de los centros de gravedad,
de los paralelogramos y de los tridngulos.

2. “Cuadratura de la parabola”: estudia la cuadratura de cualquier
segmento parabdlico; da dos soluciones, una mecédnica y otra geométri-
ca.

3. “Segundo libro de los equilibrios”: trata de los centros de gravedad
de los segmentos de parabola.

4. “Sobre la esfera y el cilindro I y II”:

a) La superficie de una esfera es cuatro veces la del gran circulo.

b) La superficie de un segmento de esfera es igual a un circulo de
radio igual a un segmento de recta trazado desde el vértice del
segmento al punto sobre la circunferencia de la base.

¢) Si un cilindro estd circunscrito a una esfera y su altura es igual
al didmetro de la esfera, entonces: el volumen y la superficie del
cilindro (con sus dos bases) son una vez y media el volumen, la
superficie, de la esfera respectivamente.

5. “Sobre las espirales”: estudia a la espiral f = 76, asi como a las
tangentes y a las dreas barridas por el radio vector.

6. “Sobre los conoides y los esferoides”: trata sobre los voliimenes
barridos por las elipses y las pardbolas que giran alrededor de un eje de
simetria y por las hipérbolas que giran alrededor de un eje transversal.

7. “Medida del circulo”:
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a) Prueba la equivalencia de los problemas de la cuadratura y de la
rectificacion.

b) Prueba que el circulo es los 11 del cuadrado circunscrito si la

longitud de la circunferencia es 3 veces el didmetro mas =2
. . 1 .
c) El perimetro del circulo es menor que los 3 - del didmetro.

8. “Arenario”: contiene un sistema de numeracién de grandes ntimeros.

9. “Los cuerpos flotantes, libros I y II”: trata del equilibrio de un
segmento de paraboloide de revolucién que flota en un liquido, etc.

10. “Tratado del método”: Arquimedes revela a Eratéstenes algunos
de sus métodos de investigacion utilizados para descubrir varios de sus
teoremas.

Los trabajos de Arquimedes son originales, algunos de alta originalidad;
sus escritos aportaron ideas y métodos nuevos; fue un matematico puro con
mente moderna. Siguié rigurosamente el método de Fuclides de fijar los pos-
tulados previamente, luego venfan los teoremas, lo que eran tratados con
mucho cuidado y rigor. Contribuyé notablemente en toda la matemética gr-
iega (que era fundamentalmente la geometria y la aritmética), pero también
contribuyé con el progreso de la astronomfa, de la hidrostdtica y en la es-
tdtica. Como hemos mencionado, en geometria escribié cuatro libros, dos de
geometria plana: “De las espirales” y “De la medida del circulo”; y dos de
geometria del espacio: “De la esfera y del cilindro” y “De los conoides y de
los esferoides”. Es también notable su trabajo “cuadratura de la pardbola”,
que discutiremos después.

En el libro “De la esfera y del cilindro” se encuentran seis definiciones,
que son, en las propias palabras de Arquimedes:

D.1. Existen en el plano ciertos arcos de curva totalmente situados de un
mismo lado de las rectas que unen los extremos del arco.

D.2. Llamo céncava en la misma direccién una linea tal que la recta que
une dos puntos cualquiera de ella, o bien estd toda del mismo lado de
la linea o bien estd parte del mismo lado y parte sobre la linea misma.
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D.3.

D.4.

D.5.
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De igual modo, hay ciertas porciones de superficies no situadas en un
plano pero cuya linea extrema estd en un plano situado totalmente del
mismo lado respecto de la superficie.

Llamo céncavas en la misma direccién a superficies tales que las
rectas que unen dos puntos cualesquiera de ellas, o bién estdn todas del
mismo lado de la superficie o bien parte del mismo lado y parte sobre
la superficie misma.

y D.6. se refieren al sector esférico y a un sélido especial: el “rombo
s6lido”, constituido por dos conos de igual base y eje, y cuyos vértices
estdn en semi-espacios diferentes respecto de la base comtin.

En relacién a las cuatro primeras definiciones estdn asociados cinco pos-
tulados, que son:

P.1.
P.2.

P.3.

P4.

La recta es la mas corta entre todas las lineas de iguales extremos.

En cuanto a las demds lineas planas con los mismos extremos, son de-
siguales cuando siendo céncavas en la misma direccién una de ellas
estd totalmente comprendida entre otra y la recta con los mismos ex-
tremos, o en parte estd comprendida y en parte es comin; y la linea
comprendida es menor.

Del mismo modo, cuando varias superficies tienen los mismos extremos
y esos extremos estdn en un plano, esa figura plana es la menor.

Por otra parte, entre las lineas, superficies y sélidos desiguales, la mayor
excede a la menor de una cantidad tal que agregada asi misma puede
superar a cualquier cantidad dada homogénea con las dos anteriores,

Luego de las definiciones y postulados, Arquimedes estudia una serie de
resultados (teoremas) relativos a las dreas y volumenes de los cuerpos redon-
dos. Estos resultados geométricos no aparecen en los Elementos de Euclides.
Arquimedes estuvo muy cerca de descubrir al cdlculo integral; en verdad,
¢l hacfa verdaderas integraciones en el cilculo de dreas y voliimenes; no llegé
a este descubrimiento dado que la cuestién del infinito era algo no preciso en
su época.

En 1906, en Constantinopla se encontré el Método, un escrito de Ar-
quimedes que estaba escondido dentro de un texto religioso. Como hemos
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dicho (ver 10), Arquimedes narra a Eratéstenes como descubri6 ciertos teo-
remas relacionados con la curvatura y con la cuadratura usando sélidos ar-
gumentos geométricos; él acostumbraba usar ciertos métodos mecdnicos para
explorar la validez de sus argumentos; luego de tener ciertas guias pasaba a
demostrar sus teoremas de un modo consistente.

En su libro “De la esfera y del cilindro”, luego de las definiciones y postula-
dos mencionados antes, Arquimedes estudia y prueba una serie de teoremas
sobre dreas y volimenes de cuerpos redondos; acd, él usa ciertas sumas y
el ya mencionado método de exhaustacion y estuvo muy cerca de llegar al
célculo integral, como hemos mencionado arriba. En la segunda parte del
libro mencionado, Arquimedes ataca complejos problemas los que conducen
a problemas del tipo de la duplicacién del cubo y de la triseccion del angulo.
Hay que destacar que sus contribuciones a la geometria del espacio son may-
ores en nimero que sus contribuciones a la geometria plana. Por otro lado,
su libro sobre las espirales sea uno de sus libros mas dificil de comprender;
la demostracién de los teoremas son largas y bastante técnicas.

Se atribuyen a este genio matemdtico algunas obras que se perdieron
pero se sabe que existieron por ciertas fuentes de los griegos mismos asi
como de origen drabe. Una pregunta que podemos hacernos es: jcémo es que
llegaron hasta nosotros los trabajos de los matematicos de la Antiguedad,
y de Arquimedes en particular? ... En parte esto se debe a que hubieron
matemadticos en los primeros siglos de nuestra era que escribieron diferentes
textos sobre la matematica hecha por sus antepasados. Los drabes también
contribuyeron con la difusién del conocimiento antiguo dentro de occidente.

2.2.3. La Caceria de .

Actualmente sabemos que la razén de la longitud de una circunferencia
con la longitud del didmetro respectivo es la misma para cualquier circunfer-
encia.
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Asi,

ﬁ % %—g— = constante =k
D, Dy D3 Dy n o

Por definicién, m = k. En general, 7 = D 6 C=mnD.

Desde la época de la Antiguedad, en particular en el periodo de los griegos,
el célculo del valor de 7 fue un reto a la inteligencia humana. Arquimedes
ataco este problema con mucha imaginacién. En su libro “De la medida
del circulo” nos dice que la razén de la circunferencia al didmetro estd

0
comprendida entre 3 — y 3 —. También nos dice que la razon (del area) del

circulo con el cuadrado (de la longitud) del didmetro es 11:14.

Veamos algunos argumentos. El libro XII de Euclides contiene la
Proposicion XII.2. Circulos son uno a otro como los cuadrados de sus
didmetros.

Nota. Este resultado fue usado por Hipdcrates en la cuadratura de la luna.

En efecto, sea (1 una circunferencia, A, el drea del circulo respectivo y Dy es
su didmetro. Similar con la circunferencia C5. Entonces tenemos (R =radio)

A 7R} (2R)* D}
Ay  mR3 (2R, D3’

t A A tante = k
esto es, —; = —5 = constante = k.
’ D% D% 1
4 [
En general, 2 = ky. (Existe alguna conexién entre las constantes £

(uni-dimensional) y la constante k; (bi-dimensional)? Parece que Euclides
no encontré tal conexién. En el libro citado, Arquimedes probé la férmula
para encontrar el drea circular en funcién de m, estableciendo un puente
critico entre la circunferencia y el drea del circulo. En esta direccién veamos
algunas ideas preliminares. Consideremos un poligono regular con centro O,
perimetro P y apotema a. Se tiene el

1
Teorema 1. El drea de un poligono reqular es 5 aP.

Prueba.
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Supongamos que el poligono tuviera n lados, cada uno de longitud b.

b

Uniendo el centro O con los vértices se obtiene n tridngulos congruentes,
con base b y altura a. Luego, si A es el drea del poligono regular, se tiene (n

veces)
1

1 1 1
A== e+ = ba == = — aP.
2ba—|— ~|—2ba 2oz(b~|— +b) 2a

[ |
Ahora, la idea esencial es que este proceso puede ser continuado in-

definidamente; acd estd la esencia del conocido método del “agotamiento”
de Eudoxo.

Método del Agotamiento de Eudoxo.

En la Antigua Grecia se calculaban &reas, volimenes y longitudes de
arcos; ellos fueron, en algin sentido, los pioneros del calculo integral. En esta
direccién el método del agotamiento o “exhaustacién” de Eudoxo (408 -
355 A.C.) fue vital para obtener resultados en tales cdlculos.

Proposicién [E]. < Si de cualquier magnitud se substrae una parte no
menor que su mitad, y de esta diferencia se substrae otra parte no menor
que su mitad, y st asi continuamos habrd una magnitud restante que serd
menor que cualquier magnitud preasignada > .

En esta direccién se tiene el

Lema 1. La diferencia en drea entre un circulo y un poligono reqular inscrito
puede ser hecho tan pequeno como se desee.
Prueba.

Sea AB un lado de un poligono regular inscrito y M el punto medio del
arco AB. Se tiene

1
drea NAMDB = 3 drea[ JABSR.
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Entonces se obtendrd, duplicando el nimero de lados del poligono, que el
drea del poligono se incrementard en mas de la mitad de la diferencia entre
el drea del circulo y el poligono.

M

R S
AVNB

Luego, continuando duplicando el nimero de lados con la frecuencia de-
seada, podemos hacer la diferencia en dreas del circulo y del poligono tan
pequeno como se desee.

Apliquemos el lema a otro enfoque de la Proposiciéon XII.2. que enun-
ciamos en la forma: “Si A; y A, son las dreas de dos circulos que tienen
didmetros Dy y Dy, entonces

AliAQZD%IDgﬂ.

Prueba. Supongamos que tuviéramos A; : Ay > D? : D2. Entonces podemos
inscribir en la primera circunferencia un poligono regular cuya area P; difiere
de A; en una pequena magnitud tal que Py : Ay > D? : D2. Inscribamos en la
segunda circunferencia un poligono regular, similar al anterior poligono, y sea
P, el area del circulo asociado. Entonces, (se sabe para poligonos regulares
similares) P, : P, = D} : D3.

Entonces se tendrd Py : Ay > Py : P, esto es, P, > As, lo que es absurdo.

De un modo similar, A; : Ay < D? : D2 nos llevarfa a una contradiccion.

Conclusién: A; : Ay = D? : D2. De este modo, en general, A = kD? donde
1

kzz’ﬂ'.
n
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Area del Circulo. A = 712,
C

rl\

C

A = érea del circulo T = drea del tridngulo

Proposiciéon 1. El drea de cualquier circulo es igual al drea del tridngulo
rectangulo en el cual uno de los lados que forma el dngulo recto es igual al
radio y el otro es la circunferencia, asociada al circulo.

Prueba. Arquimedes comienza con un circulo con centro O, radio r y cir-
cunferencia C; y con un tridngulo rectangulo teniendo como base la longitud
de C'y altura de longitud 7.

Objetivo: probar que A =T.

1
En efecto, Arquimedes ya conocia que T' = 3 rC'y por reduccién al absurdo

supone que A > T.

Entonces, A — T es alguna cantidad positiva; Arquimedes conocia que
inscribiendo un cuadrado en su circulo y repitiendo via biseccién de sus lados,
él podia llegar a un poligono regular inscrito en el circulo cuya drea difiere
del drea del circulo es una magnitud menor que el nimero positivo A — T
Esto es, A— drea del poligono inscrito < A—T. Luego, T' < &rea del poligono
inscrito.

Ahora se observa (ver figura) que el perimetro P del poligono es menor

que C, y que a < 7 (a apotema). Luego, drea del poligono inscrito = 3 aP <

1
§TC:T
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De esta manera Arquimedes llega a una contradiccién pues arribé a:
T < &rea del poligono inscrito y 7T > &rea del poligono inscrito.
De esta manera A > T no es posible.

Supongamos ahora que A < T.

De esta manera, Arquimedes asume que podemos considerar T'— A como
el exceso del drea del tridngulo sobre la del circulo. Por otro lado, se sabe
que se puede circunscribir un poligono regular tal que el drea del “poligono
menos circulo” sea menor que T — A.

De esta manera, drea del poligono circunscrito —A < T — A.
Luego, érea del poligono circunscrito < 7. Pero, r = a y P > C}; en-

1
tonces, drea del poligono circunscrito = 3 aP > 3 rC=T.

De esta manera se llega a una contradiccion.
Conclusién. A =T.

1 1
Observacién. A = 3 rC = 3 romr = mr2.

Por razones didécticas veamos el caso de un poligono de 16 lados inscrito
en una circunferencia de radio 1. ;Cuédnto valdrd 7 en este caso?
Solucién.
Usando reiteradamente el teorema de Pitdgoras, la figura nos lleva a AC' =
2 — /2.

Por tanto, si n = 8 tendremos

C  perfmetro 82 —+2 /
= ~ = =41/ 2 — /2.
"D D 2 vz
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Esto es, m ~ 3,061467...

Veamos el caso n = 16. Ahora el lado del poligono es AB. Nuevamente
por Pitagoras se tiene que

AB:\/2—m:\/2—\/2+\/§.

Entonces,

et 164/2 — V2 + V2
7~ DOEIMOMO ~ 3.121445...

D 2

Para n = 36 se calcula m ~ 3,136548..., y para n = 64 se tiene m ~
3,140331... .

2.2.4. La Cuadratura de la Parabola.

Problema. Encontrar el drea de un segmento parabdlico oblicuo ABC), cor-
tado por la cuerda AC, donde la tangente en B es paralela a AC.

M 2 N

A c

Solucién. Por hipétesis: MBN//AC.



242 CAPITULO 2. ARQUIMEDES - APOLONIO.

Plan: construir una sucesién de figuras “agotadoras” (A,),_,, .

A F
Por construccién, A; = AABC.
As es construido via:

Ay = ANAABC + AADB + ABCFE

., Cémo se construyen AADBy ABCE 7 ...
Se divide AC' en 4 partes iguales y se trazan F'D//OB y GE//OB.
Anédlogamente se construyen As, Ay, ..., A,.

Lema 2. Se tiene
|INABC| =4 (|AADB| + |ABECY),

donde, en general, |NABC| significa “drea del NABC”.
Prueba.
Tomemos OB y M N respectivamente como los ejes x e y de un sistema

1
oblicuo de coordenadas. Las coordenadas del punto F <§ 5 y> satisfacen la
1 \2
condicién (5 y) = mé&, de donde

2 2 2 3 3 3
e=4 GE:x—S:y——y—:—y—:Z:p:ZOB.

4m m 4m 4m

1
Desde que GK = 3 OB, tenemos

1
KE=70B y GK =2 KE.
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Luego podemos comparar las dreas de tales tridngulos
IACKG| =2|AKCE| = |ABCE]|
|IAOBC| =4|AGKC| =4|ABCE|.

En forma andloga se obtiene la relacion:
|INAOB| =4 |AABD|.
Por lo tanto,
|AOBC| + |AAOB| = 4(|ABCE| + |AABD)),
lo que prueba el lema.

Por otro lado, si |A;]| = |A|, entonces

1
o] = 15| + 7 14|

PRENIS SNE EANIN
8= 4 4

= 184 1A (B
e 4 4 '

Lema 3. La sucesion (An),_, o “agota” (realmente) el segmento parabdlico,

esto es, se tiene:
S—|A, <e

donde n =n () y S denota el drea del segmento parabdlico oblicuo ABC.
Prueba.

Circunscribamos el paralelogramo AMNC, en el cual AM//NC//BO.

1
Tenemos |A;| = 3 Samne donde Sapne denota el drea del paralelogramo

AMNC. . .
Pero S < Samne, luego |A| > 5 S yS—|A< 5 S.
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Asi, el tridngulo A; “agoté” mas de la mitad del drea S y las figuras
siguientes agotardn mas de la mitad de los correspondientes restos del drea

S.

Por lo tanto se satisface el

Lema 4. Lema Fundamental del Método de Exhaustacién.

“Si de una magnitud dada se quita una parte mayor que su mitad, luego
se vuelve a substraer una y otra vez, entonces el resto puede hacerse tan
pequeno como se quiera’”.

Ahora buscamos el “limite” de la sucesién de las figuras inscritas.
Arquimedes usa el siguiente

Teorema 2. Sea
S =|A[+|B|+|C| + |D| + |E]|
tal que

Al =Bl = [B| - |C] = |C] : [D] = [D[ : [E] = 4: 1.

4 1
EntoncesS:§|A\—§|E\.
Prueba. . . 1 ]
Por hipétesis, |B| = - |A =—-|B D|= - El=-1D|.
or hipdtesis, |B = 7 4], 1C1 =7 1B], [DI=7 |c] v |E|=7 |D

Por lo tanto,

4
39 = UA[+I[BI+[C]+[D] +|E])
4
Al + 5 (IB] +[C] + |D] + | E])

1
Al + 5 (JAl +|B] + €] + | D)

Wl Wik Wik Wik

1 1
Al + 3 (1Al + B[+ |C] + D] + |E]) - 5 | 2],

esto es,
4 4 1 1
S S=- |Al+=S5-- |E|.
;5=35 lAl+35-3|E|

4 1
Asi, S=—- |Al— - |E



2.2. ARQUIMEDES. 245

Nota. El teorema puede ser extendido a cualquier niimero de sumandos.
Usando el teorema, Arquimedes llega a la igualdad:

n—1

1 4 1 |A]
Al = 1A — Al == |Al == '
Al = 181430 g 181 = 5 181 = 5

Como el substraendo puede ser hecho tan pequeno como se quiera, Ar-

4
quimedes afirma que S = 3 A

4
Conclusién. S = 3 |AABC], que es la respuesta al problema planteado.

|
Comentario. El método de exhaustacién fue uno de los métodos mas difun-
didos en la matemdtica antigua; fue muy utilizada por Arquimedes. Euclides
lo incluyé en los “Elementos”. Histéricamente es la primera forma del méto-
do de limites.

2.2.5. Sobre la Esfera y el Cilindro.

Hemos mencionado que Arquimedes habia dispuesto que sobre su tumba,
se tallara una representacion de una esfera inscrita en un cilindro circular
recto de altura igual al didmetro de la esfera. ;Porqué? ..., no es posible
responder a esta cuestiéon pues fue una decisiéon personal pero posiblemente
se debi6é a que Arquimedes encontré una hermosa relacién entre el volumen
del cilindro con la de la esfera; la razén es de tres a dos. Se afirma que fué
Arquimedes el primer matematico en descubrir y demostrar que el drea de
la esfera es igual a cuatro veces el drea de un circulo méximo de tal esfera.
Asi mismo demostré que la superficie de un segmento esférico es igual a
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un circulo cuyo radio es el segmento trazado desde el vértice del segmento
esférico a un punto cualquiera de la circunferencia base de tal segmento
esférico; equivalentemente, “el drea de cualquier segmento esférico es igual a
la de un cilindro cuyo radio es el de la esfera y cuya altura es la misma que
la del segmento”.

El tratado “Sobre la esfera y el cilindro” fue escrito en dos libros, I y
IT; como hemos visto, Arquimedes investiga importantes resultados sobre la
esfera, el cilindro y el circulo. En el Libro I comienza con algunas definiciones;
luego siguen cinco postulados (por ejemplo: “de todas las lineas las cuales
tienen los mismos extremos, la linea recta es la menor”). El 5 postulado es

el famoso “axioma de Arquimedes” el cual es equivalente a la Definicién 4
del Libro V de Euclides.

Arquimedes usa el método de exhaustacion o del agotamiento en el célculo
de ciertas dreas y volimenes; la idea es inscribir y circunscribir figuras que
delimiten a la figura curvilinea que ha de ser medida. Ver 2.2.3. Veamos ahora
como Arquimedes encuentra la superficie de un cono recto (Proposicién
14).

Sea A la base del cono, C' una linea recta igual a su radio; D es una linea
igual al generador del cono, y E' es la media proporcional de C'y D. B es un
circulo con radio E.

Arquimedes prueba que: < la superficie del cono es igual a la del
circulo cuyo radio es la media proporcional entre el generador del
cono y el radio de la base > .

C — A B

D

E —
Si S es la superficie del cono, entonces se debe probar que S = B.
(Remarcamos que B expresa, también, el drea del circulo de radio F).

El argumento usado por Arquimedes fue: supongamos que S # B. En-
tonces discute los casos B < S y S < B.
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Caso B < S. Arquimedes circunscribe un poligono regular a B e inscribe
un poligono similar en B tal que la razon del primer poligono al segundo es

menor que —. Este resultado es su Proposicién 5. Ahora describe alrededor

de A un poligono similar y construye a partir de esto una pirdmide que
circunscribe al cono. Entonces se tiene

poligono alrededor de A C? C'  poligono alrededor de A

poligono alrededor de B B D superficie de la pirdmide
Luego,
superficie de la pirdmide = poligono alrededor de B

11 Irededor de B S
Por otro lado sabemos que bo 1g0no,a recdecor ¢e < —. Luego,
poligono en B B

superficie de la pirdmide

-5
5

poligono en B

Pero esto no es posible ya que
superficie de la pirdmide > S y poligonoen B < B .
Conclusién: B no es menor que S.

Caso B > S. Nuevamente, Arquimedes circunscribe e inscribe poligonos
regulares similares en B tal que la razén del primer al segundo es menor

que 3 Luego inscribe en A un poligono similar y construye sobre A una

pirdmide inscrita. Entonces se tiene,

poligonoen A C* C poligono en A

poligono en B E2 D superficie de la pirdmide

(la desigualdad es debido a que la razén — es mayor que la razén de las

perpendiculares desde el centro de A y desde el vértice de la pirdmide, re-
spectivamente, sobre cualquier lado del poligono en A).
Por lo tanto,

superficie de la pirdmide > poligono en B
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13

. .. poligono alrededor de B B
Pero, se tiene también - —, y por lo tanto, “a
poligono en B S
. ., poligono alrededor de B B
fortiori”, - — < —.
superficie de la pirdmide S

Esto no es posible ya que:

poligono alrededor de B > B y superficie de la pirdmide < S .

Por lo tanto, B no es mayor que S.
Conclusién final: S = B.
Nota. Remarcamos que cuando se dice: “la superficie” se debe entender por

“el drea de la superficie”.

Como hemos manifestado, Arquimedes trabajé con la geometria del es-
pacio, con sélidos geométricos en el espacio tridimensional, obteniendo resul-
tados maravillosos con tales sélidos, en particular con la esfera y el cilindro.

e Area de la Superficie Lateral de un Cilindro (recto).

Dado un cilindro H, lo cortamos verticalmente y lo extendemos sobre
un plano. Al hacer esto se obtiene un rectdngulo con lados 27r y h.

2nr

Luego, drea de la superficie lateral de H = (27r) h = 27rh.

e Area de la Superficie Lateral de un Cono (recto).
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Sea K un cono cuyo circulo base tiene radio r, y sea g su generatriz.
Esta vez

2nr

V) (i) (i)

se corta al cono desde un punto de la circunferencia del circulo base
hacia el vértice. Desenrrollamos la figura y la aplanamos, obteniéndose
un sector circular como se muestra en la figura (ii). La idea ahora es
considerar este sector como una parte del circulo de radio g. Arquimedes
conocfa la siguiente relacién:

drea del sector  longitud del arco del sector

drea del circulo circunferencia del circulo

Observemos que el drea del circulo es mg?, y su circunferencia tiene
longitud 2mg; ademads, la longitud del arco del sector es igual a 27r.
Luego, de tal relacion se obtiene,

drea del sector  27r

Tg? org g
r
Por lo tanto, drea del sector = — (7g?) = 7rg.

Conclusién: drea de la superficie lateral del cono = nrg.

Area de la Superficie Lateral del Tronco de Cono.

En su estudio de la esfera, Arquimedes necesité conocer a la superficie
lateral del tronco de cono (recto). Como sabemos un tronco de cono se
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obtiene cuando un cono es cortado por un plano paralelo a la base y se
retira la parte superior (un cono mas pequeno).

4
&
Er
g
[ el c

Sea el tronco de cono K, el que proviene del cono K, cuyos elementos
se muestran en las figuras adjuntas. Tenemos,

area de la superficie lateral del tronco de cono =

( drea superficie lateral del cono K ) — ( drea superficie lateral del cono K; )

=7mR(g+g1) —mrgr =7 (Rg+ (Rg1 —rq1)) -

Ahora observemos a los tridngulos rectdngulos semejantes AEF y ADC'.
g1

g1

o
Se tiene, = E, es decir, Rg; — rg; = rg. Por tanto,

area de la superficie lateral del tronco de cono = 7 (Rg +1rg) =mg(R+7r) .

e Area de la Superficie de la Esfera.

El calculo del drea de la superficie de una esfera fue un dificil reto
al genio de Arquimedes. Es asombrosa la metodologia que siguié para
lograr su objetivo, pues en vez de considerar a la esfera tridimensional
comienza analizando a una “tajada” infinitesimal, es decir, estudia al



2.2. ARQUIMEDES. 251

circulo bidimensional. Miremos con atencién a la

Figura A.1

figura A.1 adjunta. Se considera un circulo de radio r y didmetro AA’,
en donde se inscribe un poligono regular con un nimero par de lados
(en el caso de la figura consideramos a un octégono regular); cada lado
mide . El siguiente argumento es vilido para cualquier niimero par de
lados. Entonces sea el octégono ABCDA'D'C'B’.

Arquimedes traza las lineas verticales BB', CC'"y DD’ las que cortan
al diametro AA’ en los puntos F, GG y H respectivamente. Ademads
considera las lineas punteadas B’'C' y C'D que cortan a tal didmetro
en Ky L. Ademés traza la linea A'B (jpara qué?). De esta manera se
obtiene un panorama algo complicado de muchas figuras geométricas.
. Qué hacer ahora?. jqué hizo Arquimedes? ...

., Cual serd el papel de la linea A’B, cuya longitud es y?

Nota. En primer lugar observo que BF = FB', CG = GC'"y DH =
HD', que lam6 b, ¢y d a las longitudes respectivas (BF =b, ...).
Ahora él apela a un resultado que estd en el Libro III de los Elementos
de Euclides: “los dngulos en los circulos que intersectan arcos iguales,
son iguales entre si”.
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Luego, desde que el poligono es regular, se tendra
ABA'A=A{ABB' = {BB'C = ...,

angulos que se denotan con a.

Por otro lado, Arquimedes observa que los tridngulos AABA' y AAFB
son semejantes (ambos comparten el £ BAA" y ambos tienen un éngulo
que mide «).

Luego, por Tales, se tiene:

AF  AB ) AF  x
BF _ AB ° by
Por lo tanto,
7b =y (AF) ()

Similarmente, el AAF B es semejante al AK F B’ (ambos contienen un
angulo que vale o, y LAFB = LK FB’). Entonces,

FK _AF . FK_AF =
B'F  BF b by

Luego,
b=y (FK) (ii)

Continuando se observa que el AK F' B’ es semejante al AKGC (;porqué?

Luego,
KG FK i KG FK «x
= o) —_— = — = (iii)

CG ~ B'F c b Yy

Continuando con el resto de tridngulos semejantes, se obtienen las sigu-
ientes relaciones:

xe =1y (GL) (iv)
xd =y (LH) (v)
xd =y (HA) (vi)

Ahora Arquimedes suma: (i)+(ii)+...4+(vi) para obtener

rb+zb+zc+rzc+axd+axd=y(AF+ FK + KG+GL+ LH + HA),
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esto es,
z(2b+ 2c + 2d) = y (AA") = 2ry. (+)

Y ahora, jcudl serd la estrategia de Arquimedes?, ;jcémo usar (+)?
El gran geémetra siracusano considera una esfera, la que es obtenida
haciendo girar (gran idea!) la figura A.1 alrededor del eje horizontal
AA’. Ya Euclides decia que en este caso se obtiene una esfera y el
poligono de revolucién genera un sélido que consiste en una serie de
troncos de conos (cuyas dreas de sus superficies laterales ya conocia
Arquimedes) y con dos conos pegados en los extremos. Ver Figura A.2.
Se observa que la generatriz de cada cono y de cada tronco de cono es
x. Ahora estamos en condiciones de cédlcular el drea de la superficie de
este sélido. Bien, veamos al cono de la izquierda: b es el radio de la base,
x es la generatriz, luego el drea de la superficie (lateral) de ese cono
es mxb. Continuando, el tronco de cono de la izquierda tiene generatriz
x, b como radio superior, ¢ como radio inferior; luego, el drea de su
superficie (lateral) es wx (b + ¢). El tronco de cono de la derecha es tal
que el drea de su superficie (lateral) es igual a 7z (¢ + d), y

Figura A.2

el cono de la derecha tiene una superficie de drea (lateral) igual a wxd.
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Conclusién:

area de la superficie del sélido inscrito =
mxb+7mx (b+c¢) +mx(c+d) +med = 7x (2b+ 2¢ + 2d) .

Observemos que en esta férmula estd (+)!, y por tanto se tiene:

drea de la superficie del sélido inscrito = 7 (2ry) .

Observemos que en esta interesante férmula aparece y, la longitud de
la enigmaética linea A’B. También esa férmula nos sugiere porqué Ar-
quimedes impuso la condicién de que el poligono regular tenga un
nimero par de lados, pues asi cada radio b, ¢ y d es compartido por
dos sélidos.

Ahora, ;c6mo obtener el drea de la superficie de la esfera? Posiblemente
el lector ya intuido el paso siguiente; esto ayudado por la idea de limite
que ahora disponemos, pero que en el tiempo de Arquimedes no existia
(al menos formalmente!). Acd entr6 a trabajar la gran intuicién de
este notable geémetra. Es natural sentir que el drea de la superficie
del sélido (del octégono en este caso) es una aproximacién del drea
de la superficie de la esfera, y también, es un sentimiento confiable
creer que si el nimero de lados (par) del poligono regular aumenta en
nimero, entonces tal drea va aproximéndose al area deseada. Esto fue
la etapa cruccial en el argumento de Arquimedes.

Con los argumentos actuales se puede escribir:

area de la superficie de la esfera = lim (drea de las superficies de
los sélidos inscritos)
= lim7 (2ry).

Nota. Enfatizamos que el limite es tomado cuando el niimero de lados
del poligono crece y crece.

Ahora, otra vez apelamos a los “sentimientos matematicos”: viendo la
)
Figura A.2 se observa que

limy =lim A'B = A'A = 2r.
Asi, Arquimedes llega a la bella férmula:

area de la superficie de la esfera = lim 7 (2ry) = 72r limy = 4772
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En [HEA], el lector puede encontrar un amplio material sobre Ar-
quimedes; el Prof. T. Heath fue un gran investigador sobre los traba-
jos del genial matemaético griego. Nosotros hemos seguido, también, a
[DUN. 2]. Es claro que la prueba dada trata de conservar el pensamien-
to de Arquimedes pero como hemos visto se han usado argumentos y
notaciones que en su época no existian. Arquimedes expresé su resul-
tado diciendo: <La superficie de cualquier esfera es cuatro veces el
circulo méximo de ella>>, algo que ya hemos mencionado (4.(a).2.2.2).

e Esfera Inscrita en un Cilindro.
Arquimedes prueba el siguiente bello resultado, el gran teorema sobre
la esfera y el cilindro:

< Cualquier cilindro que tiene su base igual al circulo maximo
de la esfera y la altura igual al diametro de la esfera es la
mitad de grande mas que la superficie de la esfera > .

h=2r

,,Cudl es la interpretacion de “la mitad de grande m&s”?

Para Arquimedes esto significaba:

1
“ superficie del cilindro = superficie de la esfera +5 (superficie de la esfera). ”

Observemos que ya se ha probado:

114

area de la superficie del cilindro = 27rh 7.

Luego, en este caso en que la esfera estd inscrita en el cilindro y que se
tiene h = 2r, el drea de la superficie lateral del cilindro es 27r (2r) =
4712, que es el drea de la superficie de la esfera.
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En este caso se debe enfatizar que Arquimedes cuando habla del area
del cilindro, él estd incluyendo ahora a la parte superior y a la inferior.
De esta manera se tiene,

superficie total del cilindro = superficie lateral 4+ superficie parte superior
+ superficie parte inferior
= Adur? 4+ mr? + 1r? = 672,

Por lo tanto, la tesis del teorema de Arquimedes:

superficie total del cilindro = mitad mas que la superficie de la esfera,

1
toma la forma: 67r? = E + 3 E, donde E representa el drea de la

superficie de la esfera. Luego, 1271r? = 2E + E = 3F, esto es, &/ =
4712, algo que sabemos es cierto. De esta manera se tiene verificado al
teorema de Arquimedes.

. Qué se puede afirmar respecto a los voltimenes?

Seguimos con el caso de una esfera inscrita en un cilindro. Se sabia
que el volumen de un cilindro, en general, es 7r2h. Asi, en tal caso se
tendra,

volumen del cilindro = 772 (2r) = 277? (+)

Arquimedes conocia su Proposicién 34: < cualquier esfera es igual a
cuatro veces el cono, el cual tiene como base al mas grande circulo en
la esfera y su altura es igual al radio de la esfera > .

Arquimedes conocfa también que: “volumen del cono = = 7r2h”, y en

1
3

.. . 1
el caso de la Proposicién 34 se tiene: “volumen del cono = 3 mr3”

Por tanto la proposicién 34 nos dice:

volumen de la esfera = 4(volumen del cono)= 3 .

Regresando a la férmula (4) se tiene,

volumen del cilindro = 27713 =

DO o
7N
W | =
3

=

w
~_
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3
Conclusién: < volumen del cilindro = 2 (volumen de la esfera) > .

1
Es decir, nuevamente: “volumen del cilindro =volumen de la esfera +—

(volumen de la esfera)”. En otras palabras, el volumen del cilindro es la
“mitad de grande mas” que el volumen de la esfera. Un bello resultado.

2.2.6. Comentarios Generales de Otras Contribuciones.

e Antes de Arquimedes ya se habia usado la palanca y atin la ley de
la palanca en diversas aplicaciones, tal como Aristételes lo indica en
algunas de sus obras. Arquimedes estudia la ley de la palanca dentro
de su propia visién. Afirma que si tuviéramos una barra sin peso, de
longitud cuatro unidades y que soporta tres unidades de peso, una en
cada extremo y la tercera se coloca en el centro, entonces el sistema
estd en un estado de equilibrio.

[ | * A
Arquimedes hace toda una discusién sobre algunas variantes de la ubi-
cacién de los pesos, obteniendo algunas interesantes observaciones. Es-
tos estudios forman parte de sus dos libros “Sobre el equilibrio de
los planos”, una obra de fisica en que usa fuertemente argumentos
matematicos. Arquimedes, al estilo de “Los Elementos” de Euclides,
parte de un conjunto de postulados y luego va construyendo una serie

de resultados bastantes elaborados. Calcula el centro de gravedad de
diversas figuras geométricas (de un segmento parabdlico, por ejemplo).

Arquimedes fue un verdadero fisico - matematico de un altisimo niv-
el cientifico. Ademds de la obra citada, escribié “Sobre los cuerpos
flotantes”. A partir de un postulado sobre la naturaleza de la pre-
sién de un liquido, obtiene resultados de gran profundidad, como es su
“principio hidrostédtico”. Apoyédndose en el hecho de que la Tierra es
redonda y que su centro de gravedad estd en su centro, Arquimedes
prueba que la superficie de un fluido en equilibrio debe ser esférica. Es-
tudiando la presién de un fluido sobre los cuerpos inmersos, obtiene la
posicién de equilibrio de los cuerpos flotantes. Muchos siglos después,
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Lagrange en su “Mecénica Analitica” (1811) considera a la “Mecénica
de los fluidos” como uno de los mas bellos monumentos del genio de
Arquimedes. Debemos resaltar que estos estudios, sobre problemas del
mundo ffsico, fueron hechos por el Maestro griego utilizando un gran
rigor matemaético, de gran valor cientifico. En estas investigaciones,
Arquimedes puso el germen de algunas ideas sobre trigonometria, so-
bre geometria analitica y sobre rudimentos de dlgebra. Es decir, fue
un notable precursor de teorfas matematicas centrales, las que serfan
decisivas en el posterior progreso de la matemadtica.

En su estudio sobre la esfera y el cilindro, Arquimedes llega a resulta-
dos en donde aparecen ecuaciones de primer y segundo grado, lo que
resolvio via el dlgebra geométrica y con la teoria de la semejanza. Pero,
en el problema: “dividir una esfera por un plano en dos segmen-
tos que tengan entre si una relacién dada”, surge una ecuacién
de tercer grado,

2% — 3R%z + 213 (”_m) —0,
n+m

donde z es la distancia del centro (de la esfera) a la base comin de los
m

dos segmentos, R es radio de la esfera y — es la relacién dada de los dos
n

segmentos. La citada ecuacién ciibica no pudo ser resuelta usando solo
regla y compds. La dificultad de resolver tal ecuacién fue un reto para
Arquimedes quién prometié dedicarse a su estudio posteriormente.

El problema de la divisién de la esfera es del tipo de problemas sobre
sélidos geométricos cuyas soluciones dependian de ecuaciones de tercer
grado. En esta direccién estdn los problemas sobre “secciones cénicas”.
Arquimedes estudia también el problema de determinar segmentos de
elipsoides y de hiperboloides cuando se conoce el volumen. Este tipo
de problemas los estudia en su escrito: “Sobre los conoides y los
esferoides” (6). Segiin Arquimedes, un conoide es un sélido generado
por la revoluciéon de una parabola alrededor de su eje, o aquel sélido
generado por la rotacién de una de las ramas de una hipérbola alrededor
de su eje trasverso. Un esferoide alargado es un sélido descrito por
una elipse girando en torno de su eje mayor; un esferoide achatado
se produce cuando la elipse gira en torno de su eje menor.
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Es digno resaltar que en estos trabajos, el gran Arquimedes establece
métodos muy cercanos a la idea de “integracién”, la que ha de formalizarse
muchos siglos después. Debe resaltarse que las “integraciones” hechas por
Arquimedes fueron realizadas sin tenerse el “algoritmo infinitesimal”. Posi-
blemente si Arquimedes hubiera tenido mas claro la idea de la “infinita-
mente pequeno” (jcudl fue el contenido de las obras de Arquimedes que se
perdieron?), el cdlculo integral hubiera nacido en Grecia en el siglo III A.C. y
,qué rumbo hubiera tenido la matematica? ... Estos trabajos de Arquimedes
fueron la motivacién que tuvieron Cavalieri, Kepler, Fermat, ... para sembrar
el terreno cuyo fruto serfa el surgimiento del cédlculo integral con Newton y
Leibniz.

En su escrito “sobre los conoides y los esferoides”, Arquimedes considera
tres proposiciones aritméticas, escritas en el lenguaje geométrico. En una de
ellas dice: “si tuviéramos una sucesion de grandezas aritméticamente cre-
cientes, cuya diferencia sea igual a menor, y tomaramos un nimero igual de
grandezas todas iguales a mayor, la suma de éstas serd menor que el doble de
la suma de todas las primeras, pero excedera el doble de esta suma disminuida
del mayor”.

Se observa que esta proposicién corresponde a la siguiente expresion
matemadtica
2
n? (n+1)

?a<a+2a—|—3a—|—---+na<Ta,

y ésta equivale a la férmula

n 2
/amdmzan—.
0 2

En el citado libro, Arquimedes estudia las propiedades de los conoides y de
los esferoides; sus aportes estdn contenidos en doce proposiciones y establece
las equivalencias entre segmentos de esos sélidos con sélidos conocidos. Entre
otros resultados prueba que:

(1). Todo segmento de conoide rectdngulo es equivalente a una vez y media
el cono de igual base que el segmento, y cuyo vértice es el punto del
conoide en el cual el plano tangente es paralelo a la base.

(2). La razén entre un segmento de conoide obtusdngulo y el cono no es
ahora constante, sino que es igual a la razén entre los dos segmentos
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que se obtienen agregando al eje del segmento el triple y el doble,
respectivamente, de la porcion de recta “agregada” que es la longitud
del semididmetro conjugado a la direcciéon determinada por la base del
segmento.

. Si un plano determina en un esferoide dos segmentos, la razén entre

uno de ellos y el cono (definido como siempre) es igual a la razén entre
el eje correspondiente al otro segmento, agregdndole la semirecta que
une los vértices (semididmetro conjugado a la direccién de la base) y
ese eje.

Arquimedes fue un verdadero precursor del cédlculo integral, lo que
hemos mencionado ya en algunas de sus contribuciones mencionadas.
En su libro “Tratado de las Espirales”, él continia aportando de
modo extraordinario investigaciones sobre los infinitesimales, lo que
hace al usar el método del “agotamiento”; establece teoremas en que
usa series convergentes, asi como sumas infinitas de cantidades muy
pequenas. | Arquimedes estuvo muy cerca de la nocién de “limite”! Al
inicio de su libro, en el Prefacio, Arquimedes se dirige a Dositen en los
siguientes términos:

< Arquimedes a Dositen, saludos!

Me pides con insistencia que escriba las demostraciones de los teoremas
que yo habfa mandado a Conon. Ya tienes algunas de estas demostra-
ciones en los libros que Herdclides te llevé y otras se encuentran en
este escrito que ahora te envio. No estés admirado por haber demorado
tanto en la publicacién de las demostraciones de los mismos teoremas.
La causa estd en que yo quise dar bastante tiempo para que lo hicieran
, las personas versadas en las Matemdticas que desearan ocuparse de
estas investigaciones. Porque, jcudntos teoremas de geometria hay, que
parecen, al principio, no presentan algin modo de ser conocidos, y que
después se tornan evidentes?

Conon fallecié sin haber podido hallar esas demostraciones y dejé los
teoremas en la oscuridad. Si él no hubiera desaparecido tan temprano,
las habria encontrado, sin duda, y por estos descubrimientos, y por
varios otros, los habria puesto dentro de los limites de la geometria,
porque nosotros no ignoramos que este hombre posefa una capacidad
y un ingenio admirable para nuestra ciencia. Han pasado varios anos
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desde su muerte, y entre tanto no me consta que haya surgido alguien
que tenga resuelto alguno de esos problemas. Asi que, voy a exponerlos
sucesivamente, unos después de otros > .

Por lo mencionado en tal Prefacio, Arquimedes procede a desarrollar los
teoremas enunciados y enviados a Conon. Segin Arquimedes,

“Una espiral es una curva generada por un punto que se mueve sobre una
recta con movimiento uniforme a partir de un punto fijo, al mismo tiempo que
esta recta gira en torno de este punto con movimiento también uniforme”.

Usando votacién moderna, la ecuacién de una espiral en coordenadas
polares es,
r=al

con un punto fijo como polo, y a es un niimero dado.

Arquimedes estudia a la espiral apoydndose en resultados de la cinematica
relativos al movimiento uniforme; también en resultados sobre geometria que
se refieren a construcciones de figuras cuando son satisfechas ciertas condi-
ciones; también le es 1til la dlgebra geométrica.

Algunos de los mas importantes resultados sobre la espiral son los sigu-
ientes.

(1). “Mediante el trazado de la tangente a la espiral en uno de sus pun-
tos puede obtenerse un segmento igual a la longitud de un arco de
circunferencia de radio y éngulo central dado, es decir, que mediante
esta curva puede resolverse el problema correlativo de la cuadratura
del circulo: el de la rectificacién de la circunferencia o de uno de sus
arcos”.

(2). “El area barrida por el radio vector en la primera revolucién es la
tercera parte del circulo cuyo radio es la posicién final del radio vector.
Ese drea barrida en la segunda revolucién estd en la razén 7:12 con el
circulo cuyo radio es la posicién final del radio vector”.

Nota. En un corolario posterior, Arquimedes da la expresién general,
en forma geométrica, de esta razén, para cualquier revolucién.

(3). Expresa, en forma bastante general, “la razon entre las dreas compren-
didas entre las espirales engendradas en las revoluciones sucesivas y la
porcién de recta correspondiente a la posicién inicial; asi como la razén
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en que queda dividido por el arco de espiral al trapecio circular situa-
do en un sector circular cuyos extremos corresponden a las posiciones
inicial y final del radio vector, y cuyos arcos de circunferencias bases
son los que tienen por radios esos radios vectores”.

Precisemos algunas proposiciones contenidos en el citado libro sobre las
espirales.

Proposicion 1. “Si un punto se mueve con una razén uniforme a lo largo
de cualquier linea, y dos longitudes son tomadas sobre ella, ellas serdan pro-
porcionales a los tiempos usados en describir tales longitudes”.

(En los Elementos de Euclides, Libro V. Def. 5 se expresa algo similar a
esta proposicion).

Proposicion 2. “Si cada uno de dos puntos situados en lineas diferentes,
respectivamente, se mueven a lo largo de ellas con una razon uniforme, y si
longitudes son tomadas, una sobre cada linea, formando pares, tal que cada
par son descritas en tiempos iquales, las longitudes serdn proporcionales”.

(La estrategia es igualar la razén de las longitudes tomadas sobre una
linea a aquellas de los tiempos de descripcion, la cual debe ser igual a la
razon de las longitudes tomadas sobre la otra linea).

Proposicion 3. “Dado cualquier nimero de circulos, es posible encontrar
una linea recta mayor que la suma de todas sus circunferencias”.

(Basta circunscribir poligonos a cada circulo y tomar la linea recta que
sea igual a la suma de los perimetros de los poligonos).

Proposicién 4. “Dadas dos lineas desiguales, por ejemplo, una linea recta
y la circunferencia de un circulo, es posible encontrar una linea recta menor
que el mayor de las dos lineas, y mayor que la menor”.

(Observemos que el exceso puede, siendo agregado un nimero suficiente
de veces a si mismo, ser hecho a fin de exceder a la menor linea. Asi, sea ¢
la circunferencia de un circulo y [ la longitud de una linea recta; si ¢ > [,

[

podemos encontrar un nimero n tal que n(c—1) > [; luego ¢ — 1 > — 6

[
¢ > | + —. De esta manera, basta tomar la linea recta de longitud [ + —. Se
n n

l
tendrd, | <[+ - < c).
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Proposiciéon 5. “Dado un circulo con centro O, una tangente a ella en
A, y ¢ la circunferencia de cualquier circulo que sea; es posible trazar una
linea recta OPF' que encuentra al circulo en P y a la tangente en F' tal que
FP:OP < (arc AP): ¢”.

Arquimedes toma D, una linea recta mayor que ¢, dibuja OH paralela a
la tangente en A y dice: < sea PH ser puesta igual a D “verging” hacia A
>.

4 F

()

Interpretemos la palabra “verging”. Ella corresponde al tipo de problema,
conocido como “v € vous”, donde una linea recta de longitud dada tiene que
ser puesta entre dos lineas o curvas en tal posicién que si, se extendiera, ella
pasa a través de un punto dado. Esto significa “verging”.

En general, es oportuno remarcar que, excepto la Proposicién 5, este tipo
de problemas no pueden ser resueltos por medio de lineas rectas y circulos;
ellos dependen de la solucién de ecuaciones de cuarto grado, los cuales se
resuelven con puntos de interseccién de ciertas hipérbolas rectdangulares con
ciertas parabolas. Posiblemente esta clase de problemas se hayan resuelto via
métodos mecdnicos.

En las Proposiciones 6 a 9 se tiene un circulo con centro O, una cuerda
AB menor que el didmetro, OM es la pendiente de O a AB, BT es tangente
en B, OT es la linea recta a través de O paralela a AB. D : E es cualquier
razén menor o mayor, seguin el caso, que la razén BM : MO.

En las Proposiciones 6 y 7, Arquimedes prueba que es posible deter-
minarse una linea recta OF P, que encuentra AB en F y al circulo en P tal
que FFP: PB =D : E (se remarca que OP encuentra a AB en el caso D :
E < BM : MO, y encuentra a AB extendido cuando D : E' > BM : MO).
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Ver Fig. (ii).

(i)

En las Proposiciones 8 y 9 (ver Fig. (iii)), Arquimedes prueba que es
posible trazarse una linea recta OF P que encuentra AB en F, al circulo en P
y a la tangente en B en el punto G tal que F'P : BG = D : E (OP encuentra
AB mismo si D : E < BM : MO, y encuentra a la prolongacién de AB en
el caso D : E > BM : MO,).

Proposiciéon 7. Si D : E es cualquier razén mayor que BM : MO, se
requiere (ver Fig. (ii)) trazar OP'F' que encuentre al circulo en P' y AB
extendido en F', tal que F'B': PB =D : E.
Prueba.

Tracemos OT paralelo a AB, y sea la tangente al circulo en B, que en-
cuentra OT en T. Entonces, D : E > BM : MO (por hipétesis) > OB : BT
(tridngulos semejantes).
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Tomemos una linea recta P"H' (< BT) tal que D : E = OB : P'"H' y colo-
quemos P'H' entre el circulo y OT “verging” hacia B (esta construccion se
asume). Luego,

F'B":PPB=0OP :PH =0B:PH =D:FE.
|

Proposicion 8. Si D : E es cualquier razon dada menor que BM : MO,
se requiere trazar OF PG que encuentre AB en F, al circulo en P y a la
tangente en B al circulo en el punto G, tal que FP: BG =D : E.
Prueba.

Si OT es paralela a AB y encuentra a la tangente en B, en T, se tiene
BM : MO = OB : BT (triangulos semejantes), luego, D : E < OB : BT.

Extendamos T'B hasta C, haciendo BC' de tal longitud que D : E = OB :
BC'; luego BC > BT.

RS
S
~

D

E

Describamos un circulo a través de los puntos O, T y C, y prolonguemos
OB hasta encontrar al circulo en K. “Entonces, desde que BC > BT,y OK
es perpendicular a C'T', es posible colocar QG [entre el circulo TKC'y BC]|
igual a BK y <verging>> hacia O” (se asume esta construccion).

Sea QGO que encuentra al original circulo en Py a AB en F. Entonces
OF PG es la linea recta requerida. En efecto,

CG.GT = OG.GQ = OG.BK.
Pero, OF : OG = BT : GT (por paralelas); de acd, OF.GT = OG.BT.
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Luego, CG.GT : OF.GT = OG.BK : OG.BT, de donde
CG:0F =BK :BT=BC:0B=BC:0OP.

Por lo tanto, OP : OF = BC : CG; y de acd, PF : OP = BG : BC 6
PF:BG=0B:BC=D:FE.
[ |

En las Proposiciones 12, 14 y 15 Arquimedes proporciona la propiedad
fundamental que relaciona la longitud del radio vector con el dngulo a través
del cual la linea inicial gira desde su posicién inicial, y esto corresponde a
la ecuacién (en coordenadas polares) r = afl. Veamos el caso del “primer
circulo”. Si P y () son dos puntos de este primer turno, se tiene

OP : OQ =(arcoAKP') : (arcoAKQ').

e un modo general, si son puntos del “n - turno” de la espira
D d 1, si P tos del “n -t 7 del 1,
si ¢ estd sobre la circunferencia del primer circulo, se tiene

OP:0Q ={(n—1)c+arco AKP'} : {(n —1)c+ arco AKQ'}.

En la Proposicién 13, Arquimedes prueba que si una linea recta “toca”
a la espiral, ella la toca en solamente un punto. En efecto, supongamos que
la tocara en otro punto; sea la tangente en P y que toca a la espiral en otro
punto @ (ver la figura adjunta), entonces si bisectamos el angulo POQ por
OL, la que encuentra P() en L y a la espiral en R. Entonces, por propiedad
de la espiral se tendrd OP + OQ) = 20R. Pero, por propiedad del tridngulo
se tiene OP + OQ > 20L. Luego, OL < OR y algin punto de PQ estd
dentro de la espiral. De acd, PQ) corta a la espiral, una contradiccién con la
hipétesis.
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En las proposiciones 16 y 17 prueba que el &ngulo hecho por la tangente en
un punto con el radio vector en aquel punto, es obtuso hacia el lado delantero
y agudo hacia el lado trasero del radio vector.

Notas.

1. Sidel origen de la espiral cualquier linea recta es trazada, sea aquel lado
de ella el cual estd en la misma direccién que aquella de la revolucién;
este lado se llama el “lado delantero”, y aquel el cual estd en la otra
direccién se llama “lado trasero”.

2. La longitud, la cual el punto, que se mueve a lo largo de la linea recta,
describe en una revolucién se llama la “primera distancia”; aquella
(distancia) la cual el mismo punto describe en la segunda revolucion,
se llama la “segunda distancia”, y asi ...

3. Sea el circulo construido con el origen (de la espiral) como centro y la
primera distancia como radio; tal circulo se llama el “primer circu-
lo”, y aquel trazado con el mismo centro y el doble radio, se llama el
“segundo circulo”, y asi ...

Proposicion 18. 5i OA es la linea inicial, A es el punto final del primer
turno de la espiral, y si la tangente a la espiral en A es trazada, la linea OB
trazada de O perpendicular a OA encontrard a dicha tangente en algin
punto B, y OB serd igual a la circunferencia del primer circulo.

Prueba. [FAU-GRA].

Sea AKC' el “primer circulo”; el angulo posterior (trasero) entre OA y
la tangente en A, es agudo; luego la tangente encontrard al primer circulo
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en un segundo punto C'; los éngulos CAO, BOA son juntos menor que dos
dngulos rectos, luego OB encontrard AC' en algtin punto B. Entonces, si ¢ es
la circunferencia del primer circulo, se tiene que probar: OB = c.

e Supongamos OB > c. A lo largo de OB midamos una longitud OD
menor que OB pero mayor que c. Entonces se tiene un circulo AKC,
una cuerda AC' en ello menor que el didmetro, y una razén AO : OD
mayor que la razén AO : OB ¢ (por semejanza de tridngulos, igual

1
a ello) la razén de 5 AC a la perpendicular de O sobre AC. Luego

(Proposicién 7) podemos trazar una linea recta OPF', que encuentra
al circulo en P y a la prolongacién de CA en F, tal que FFP : PA =
AO : OD.

Asi, alternativamente, desde que AO = PO, FP: PO =PA:0D <
(arc PA) : ¢, desde que (arc PA) > PAy OD > ¢. Componiendo se

tiene
FO : PO < (c+arc PA) : ¢ < 0Q : OA |

donde OF encuentra a la espiral en () (Proposicién 15). Luego, desde
que OA = 0P, FO < OQ), imposible. Por tanto, OB »# c.

e Supongamos OB < c. Midamos OF a lo largo de OB tal que OF sea
mayor que OB pero menor que c. En esta situacién se tiene que la razén

1
AO : OF es menor que la razén AO : OB (o la razén de 3 AC ala

perpendicular de O sobre AC'); luego, podemos (por la Proposicién 8)
trazar una linea OF'P'G, que encuentra AC en F’, al circulo en P’ y a
la tangente en A al circulo, en G y tal que F'P' : AG = AO = OE. @’

es el punto en que OP'G corta a la espiral.

Entonces tenemos, alternativamente, F'P' : PO = AG : OE > (arc
AP') : ¢, desde que AG > (arc AP') y OF < c. Luego,

F'O: PO < (arc AKP'):c<0Q" : OA (Proposicién 14),

lo que no es posible, ya que OA = OP' y OQ' < OF".

De esta manera, OB £ c.

Conclusién: Desde que OB % cy OB £ c, se tiene OB = ¢, como se desea.
|
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En las Proposiciones 21-28 (parte final del libro), Arquimedes estudia
la manera de encontrar las dreas de porciones de la espiral determinada por
dos cualquier radios vectores, en diversos turnos (o giros).

Proposicion 24. El drea limitada, en cualquier turno, de la espiral y la linea
inictal es igual a un tercio del “primer circulo”. Esto es,

1
drea = 37 (2ma)®

donde v = af es la ecuacion de la espiral.

Prueba. ([FAU-GRA], pag. 164). Sea O el origen, OA la linea inicial, A es la
extremidad del primer turno. Trazamos el “primer circulo”, esto es, el circulo
con centro O y radio OA. Luego, si C es el drea del primer circulo y R; aquel
(drea) del primer turno de la espiral limitado por OA, se tiene que probar:

Rl - § Cl-
Nuevamente, si esta igualdad no fuera factible se tendria R; < 3 C: 6

1
R1>§Cl.

1
(e) Supongamos que Ry < 3 Ch.

Podemos circunscribir una figura alrededor de R; via sectores de circu-
los semejantes tal que, si F es el drea de esta figura, entonces F'— R; <

1 1
§ 01 — Rl, luego, F < g Cl.

Sean OP, OQ), ... los radios de los sectores circulares, comenzando
desde el mas pequeno; (el radio del mas grande es, desde luego, OA).
Entonces, los radios forman una progresion aritmética creciente, en la
cual la diferencia comin es igual al menor término OP. Si n es mimero
de los sectores, se tiene (por la Proposicién 10. Corolario 1) que:

n.0A> <3 (OP*+0Q*+---+ 0OA?).
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Pero, desde que los sectores semejantes son proporcionales a los cuadra-

1
dos de sus radios, se tiene que C; < 3F 6 F' > 3 (1, lo que no es posible

1
pues F' < 3 .

1
Luego, Ry £ 3 Ch.

1
Supongamos que R; > 3 Ci.
La idea ahora es inscribir una figura hecha por sectores circulares se-

1
mejantes tal que si f es su drea, se tenga Ry — f < Ry — 3 C1. Luego,

1
f> 3 (. Si hubieran (n — 1) sectores, sus radios OP, OQ), ... forman

una progresion aritmética creciente en la cual el menor término es igual
a la comun diferencia, y el mayor, como OY, es igual a (n — 1) OP.

Asi (Proposicién 10. Corolario 1) se tiene
n.0A*> >3 (0OP*+0Q* +---+0Y?);
1 1
de acd, C; > 3f 6 f < 3 (1, algo imposible ya que f > 3 (. Luego,
1
Ry # 3 Ch.
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1 1 1
Conclusién. Como R; £ 3 Ci v R # 3 (4 se tendra Ry = 3 .
[ |

En la Proposicién 26, Arquimedes toma OB, OC', dos radios vectores

Figura[*| ([HEA],vol.IT)

limitantes que incluye un arco BC' de la espiral. Con centro O y radio OC' de-
scribe un circulo. Luego divide el éngulo BOC' en cualquier nimero de partes
iguales via radios del circulo. La espiral encuentra a esos radios en los puntos
P Q, .., Y, Z tal que los radios vectores OB, OP, 0Q, ..., OZ, OC
estdn en progresion aritmética. Luego traza arcos de circulos con radios
OB, OP, OQ, ... (ver Figura [*]). Esto produce una figura circunscrita
a la espiral y consiste de la suma de pequenos sectores de circulos, y también
produce una figura inscrita del mismo tipo.

Como el primer sector en la figura circunscrita es igual al segundo sector
en la inscrita, se observa que las dreas de las figuras circunscritas e inscritas
difieren por la diferencia entre los sectores OzC'y OBp'; luego, aumentando
el nimero de divisiones del dngulo BOC podemos hacer la diferencia entre
las dreas de las figuras circunscritas e inscritas tan pequenos como deseemos;
de esta manera se tienen los argumentos para aplicar el método del “ago-
tamiento” (o exhaustacién).



272 CAPITULO 2. ARQUIMEDES - APOLONIO.

Si hubieran n radios OB, OP, ..., OC, habrén (n — 1) partes del éngulo
BOC'. Desde que los dngulos de todos los pequenos sectores son iguales, los
sectores estdn en la proporcién como los cuadrados de sus radios; de esta
manera se tiene

(total sector Ob'C):(figura circunscrita) = (n — 1) OC? : (OP? + 0Q? + --- + 0OC?) ,

y
(total sector Ob'C):(figura inscrita) = (n — 1) OC?: (OB* + OP? + OQ* +--- + 0Z?).

Arquimedes observa que OB, OP, OQ), ..., OZ, OC estédn en progresion
aritmética con n términos; luego (Proposicién 11, Corolario),

(n—1)0C?: (OP*+0Q*+---4+0C?%* < 0OC*: {OC.OB + % (OC — 03)2}

< (n—1)0C?: (0OB>+0OP?+---+02?).

Comprimiendo las figuras circunscritas e inscritas simultdneamente (del
modo familiar), Arquimedes llega, via “agotamiento”, a verificar que

1
(sector OU'C):(drea de la espiral OBC) = OC? : {OC.OB + 3 (OC — OB)2} :
(Arquimedes estd llegando al cdlculo integral ! ... ). Si OB = b, OC = ¢

y (¢—b) = (n—1)h, tal resultado es equivalente a decir que, cuando h
disminuye n crece mas y mas, mientras ¢ — b permanece constante,

limite de h {0% + (b +h)* + (b+2h)* + -+ + (b +n — 2h)*}

1 1
=(c—=b)Secb+=(c—b)>}==(—b).
3 3
Se observa que esta expresion es equivalente (en la actual notacién) a
. L3 3
rodr = = (c —b ) :
b 3

Es admirable como el genio de Arquimedes, en una época en que ni re-
motamente se conocia a la teorfa de la integral, gracias a su gran intuicion
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haya llegado muy cerca de la idea de integral; en verdad, él hizo verdaderas
integraciones.

Volviendo al anterior argumento se observa en particular que el drea in-
cluida en el primer turno y la linea inicial estd acotada por los radios vectores
O y 2rma. Luego,

(2ma)” : (2ma)?

W =

(drea de la espiral):(circulo con radio 2ma) =

de donde,
1
(4rea de la espiral) = 3 m4mr3a? |

tal como fue probado en la Proposicién 24.

Arquimedes prueba también bellos resultados respecto a la tangente en
un punto de la espiral. Asi, verifica que la tangente a la espiral en un punto
correspondiente a una revolucién completa 27a del radio vector, encuentra a
la perpendicular conducida por el polo al radio vector que pasa por aquel pun-
to, a una distancia del polo igual a la circunferencia del circulo. La tangente
en el fin de la segunda revolucién determina un segmento igual al doble de
la circunferencia del circulo; y asi sucesivamente; de esta forma Arquimedes,
via la espiral, trata el problema de la rectificacién de la circunferencia (o
de cualquiera de sus arcos). Arquimedes también calcula la superficie de un
sector de espiral via el argumento visto anteriormente.

e El Libro de los Lemas (o El “Liber Assumptorum”).

Si bien los escritos de Arquimedes se caracterizan por el uso de una
matemadtica de alto nivel, él también escribié una obra dedicada a proble-
mas sencillos, como es el caso del “Libro de los Lemas”. Este manuscrito
se preservé en una version drabe y contiene algunos interesantes teoremas
sobre geometria. Por ejemplo, estudia una figura llamada arbelos o “cuchillo
de zapatero”, la que es una regién del plano limitada por tres semicirculos
tangentes dos a dos.

D
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En la Proposicién 4, Arquimedes prueba que si C'D es perpendicular
a AB, entonces el circulo de didmetro C'D es igual al drea del arbelo. En la
Proposiciéon 5 prueba que los circulos inscritos en las dos regiones en que
CD divide al “cuchillo de zapatero”, son iguales.

Proposicién 14. (“Bodega para Sal”). “Dibijense cuatro semi-circunferencias
de didmetros AB, AD, DE y EB tal que AD = EB. Entonces el drea total
limitada por la “bodega para sal”, es decir, de la region limitada por los arcos
semi-circulares, es iqual al drea del circulo que tiene como didmetro el eje de
simetria FOC de la figura”.

oy

N 7

F

El lector podra apreciar que ain en este tipo de problemas, Arquimedes
conserva su alta originalidad y belleza de sus resultados.

En la Proposicién 8, Arquimedes considera el problema de la triseccién
del dangulo. Asi, sea ABC' el angulo que deseamos trisecar. Con centro en B
construyamos una circunferencia de radio arbitrario que corta a AB en Py
a BC en @, y también a la prolongacién de BC' en R. Constriiyase ahora la
recta ST'P tal que S esté sobre la prolongaciéon CQBR, y que T esté sobre
la circunferencia y tal que
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ST = BQ = BP = BT'. Desde que los tridngulos ST' B y T'BP son isésceles,
Arquimedes verifica que el dangulo BST es igual a un tercio del angulo QBP,
que es el angulo ABC.

|

. Arquimedes ha resuelto al famoso problema de la triseccién del angulo?
Recordemos que el problema planteado en la Antiguedad exigia solo usar
regla (no “numerada”) y compds. Ademds, existen dngulos que si se pueden
trisecar (un dngulo recto). El problema es general, en el sentido platénico
(solo regla y compés). Ya en la época de Arquimedes, y él mismo, eran con-
cientes que en la demostracién dada se inserta una longitud dada (ST = BQ)
entre dos figuras, la recta Q)R prolongada y la circunferencia.

La versién drabe sobre “El Libro de los Lemas” fue objeto de algunas con-
jeturas sobre la autoria de Arquimedes; luego de algunas investigaciones se ha
concluido que Arquimedes es el autor de los resultados establecidos, en donde
se encuentran otras contribuciones, como son: “sobre el circulo”, “sobre el
heptagono en un circulo”, “sobre circulos tangentes”, “sobre lineas paralelas”,
“sobre tridangulos”, “sobre las propiedades de los tridngulos rectangulos”, en-
tre otros temas. Respecto al tridngulo se establecen dos cuestiones, atribuidas
también a Heron: “encontrar las perpendiculares de un tridngulo cuando los
lados son dados”, y “encontrar el drea de un tridngulo en términos de sus

1
lados”. [“drea” = /s (s —a) (s — b) (s — ¢), donde s = 3 (a+b+c).

e Los Sélidos Semi - Regulares.

Existe la certeza de que algunas obras de Arquimedes no han llegado a la
posteridad, se perdieron. Asi, por Pappus (casi 300 D.C.) nos enteramos que
Arquimedes investigé poliedros de cierto tipo, los sélidos o poliedros semi-
regulares; él llega a descubrir que existen 13 de sélidos de tal tipo. Sabemos
que un poliedro regular tiene poligonos regulares del mismo tipo como caras,
en tanto que un sélido semiregular es un poliedro convexo cuyas caras
son también poligonos regulares, pero no todos del mismo tipo. Por ejemplo,
tomemos un cubo de arista a. A partir de este cubo se puede construir un
sélido semiregular limitado por 8 tridngulos equildteros y 6 octégonos regu-
lares. [Para ello, de cada una de las 8 esquinas se corta un tetraedro de arista
a
2
De un modo general, los 13 sélidos (poliedros) semiregulares de Arquimedes

son: ([HEA], Vol. 2)

(2 — V/2)]. En este caso el poliedro semiregular P se denotars con (83, 6s).
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Py = (43,4¢) , poliedro con 8 caras;

P2 = (83, 64)

P3 = (64, 8) poliedros con 14 caras;

P4 = (83, 68)

P5 = (83, 184) . .

Py = (124, 8, 6s) poliedros con 26 caras;

P7 = (203, 125)

P8 = (125, 20¢) poliedros con 32 caras;
9 = (203, 1210)

Py = (323,64) , poliedro con 38 caras;

(

= (203, 304, 125) . .

Pis = (304, 206, 1210) poliedros con 62 caras;
(

P13 = (803,125) , poliedro con 92 caras;

Ya en la Antiguedad tenfan métodos para construir estos poliedros semi-
regulares; ellos pueden ser obtenidos de los poliedros regulares o de los mismos
poliedros semiregulares; por ejemplo, seccionando los vértices de un cubo (co-
mo ya hemos mencionado) de modo que se bisequen sus aristas se obtiene
el poliedro semiregular P,. Kepler (1571 - 1630), famoso matemético y as-
trénomo, fue un gran admirador de esta clase de poliedros; él obtuvo los
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siguientes graficos para Pjp y P13 ([HEA], Vol. 2):

e El Teorema de la “Cuerda Rota”.

Abu’l Raihan (973 - 1048), un culto personaje drabe, atribuy6 a Ar-
quimedes un curioso resultado, llamado el teorema de la “cuerda rota”, que
dice:

< si AB y BC forman una cuerda rota cualquiera en una circunferencia
con la condiciéon AB # BC (BC > AB en la figura), y si M es el punto
medio del arco ABC'y F es el pie de la perpendicular trazada por M
a la mas larga de las dos cuerdas, entonces F' es el punto medio de la
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“cuerda rota” ABC > .

Se afirma que Arquimedes di6 varias pruebas de este teorema. Veamos la
siguiente.

Se construyen los segmentos de rectas que aparecen en la figura adjunta tal
que FC" = FC. Se observa que AM BC' ~ AMBA, y por tanto BC' = BA.
Luego, C'F = AB+ BF = FC.

|

Nota. El teorema de la “cuerda rota” contiene un interesante mensaje trigonométri-
co; ella es equivalente a la férmula:

sen (z —y) = senx cosy — cos T seny (*)

En efecto, péngase MC = 2z, BM = 2y; luego AB = 2x — 2y (M es
punto medio de ABC'). Obsérvese que las cuerdas correspondientes a estos
arcos son,

MC =2senz , BM=2seny , AB=2sen(z—vy).
Se tiene
2sen x cos y = proyeccién de MC sobre BC = F'C
2sen y cos x = proyeccién de BM sobre BC' = F'B.

Sabemos que AB = FC — BF, es decir, 2sen (z —y) = 2(senxcosy —
seny cos x), de donde se obtiene (*).
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En resumen: podemos apreciar la gran profundidad, originalidad y belleza
de la obra matematica de Arquimedes, uno de los mas grandes matemaéticos
de todos los tiempos y con seguridad, el mayor en la Antiguedad. Las obras
que se perdieron, segin hay testimonios, ;qué contenfan? ...

COMENTARIOS 2.1 - 2.2

1. Es digno resaltar como en la Antiguedad se plantearon complejos prob-
lemas del mundo fisico y se buscé la solucién de los mismos via in-
geniosos argumentos matematicos. En esta direccién, los trabajos de
Aristarco en astronomia fueron de un gran valor y audacia; se le
conoce como el Copérnico de la Antiguedad pues él afirmaba que el
Sol era el centro de nuestro sistema solar. Lo admirable es que usando
instrumentos bastante limitados haya llegado a conclusiones valederas
en nuestros dfas, y aquellos que no lo fueran encierran argumentos
matemadticos de valor. En su obra “Sobre los Tamanos y Distan-
cias del Sol y de la Luna”, Aristarco emplea cierto argumento el
que es equivalente a:

sen a - a - tga
senb b tgb’
siend00<b<a<g.

2. En la obra mencionada, Aristarco afirma que conoce los siguientes re-
sultados (entre otros):

(i). (Proposicién 7). “La distancia del Sol a la Tierra es mayor que
18 veces, pero menor que 20 veces, la distancia de la Luna a la
Tierra”.

(ii). (Proposicién 15). “El didmetro del Sol tiene al didmetro de la
19 43

Tierra una razén mayor que 3 pero menor que — .

(iff). (Proposicién 17) 108 - didmetro de la Tierra - 60
iii). J— g
p 43 didmetro de la Luna 19

3. Las ideas astronémicas de Aristarco de Samos fueron recibidas por sus
contemporéneos con una gran indiferencia y a veces fueron mal inten-
cionadas, y sus notables contribuciones fueron pronto olvidadas. Fueron
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muy pocos los que aceptaron y defendieron sus notables contribuciones.
Lamentablemente, a veces, esto sigue ocurriendo en nuestros dias. La
cultura de la época de Aristarco no estaba preparada para asimilar tan
notables ideas revolucionarias, como lo fue su idea del sistema heliocén-
trico; incluso se llegé a pensar que sus ideas cientificas eran peligrosas
para el modelo que se tenia en aquella época. La astronomia en la An-
tiguedad consideré a la Tierra como algo distinto de los otros astros.
Aristarco concibié un universo con el Sol al centro y los planetas, in-
cluyendo a la Tierra, giraban a su alrededor; descubrié que el didmetro

del Sol es —— del circulo del Zodiaco. Es sorprendente pensar que tuvo

que pasar cerca de 1 800 anos para que sus profundas ideas fueran re-
vividas por Copérnico, época en que también hubieron serias polémicas
sobre el correcto modelo de nuestro sistema solar.

Ya el mismo Arquimedes ver [NEW], Vol. 4. pag. 4, cuando se dirige
al rey Gelén en su obra, el Arenario, decia que: < los astrénomos
llaman cosmos a la esfera cuyo centro es el centro de la Tierra y cuyo
radio es igual al segmento entre el centro del Sol y el centro de la Tierra.
Esto lo conoces por las demostraciones escritas de los astronomos. Pero
Aristarco de Samos edité un libro con algunas hipétesis, en el cual se
deduce de las premisas que el cosmos es muchas veces mayor de lo
que hemos dicho ahora. Supone en efecto que las estrellas fijas y el Sol
permanecen inmoviles, mientras que la Tierra gira alrededor del Sol
segin la trayectoria de un circulo, estando situado el Sol en el centro
de la érbita, y que la esfera de las estrellas fijas que tiene el centro cerca
del Sol es de una tal magnitud, que el circulo segtin el cual se supone
que gira la Tierra, tiene la misma razén respecto a la distancia de las
estrellas fijas, que la que tiene el centro de la esfera a la superficie. Esto
evidentemente es imposible, puesto que el centro de la esfera no tiene
magnitud, ni puede pensarse que tenga ninguna razon con respecto a la
superficie de la esfera. Hay que ver que Aristarco pensaba esto: puesto
que suponemos que la Tierra es el centro del cosmos, la razén que tiene
la Tierra con respecto al cosmos de que hablamos, es la razén que tiene
la esfera, en la que hay un circulo segun el cual se supone que gira
la Tierra, con respecto a la esfera de las estrellas fijas. De este modo
ajusta a la hipétesis las demostraciones de los fenémenos, y sobre todo
parece que supone la magnitud de la esfera en la cual hace mover la
Tierra, igual al cosmos de que hablamos.



2.2. ARQUIMEDES. 281

.-+ Aristarco ha tratado de demostrar que el didmetro del Sol es mayor
que dieciocho veces el didmetro de la Luna y menor que veinte veces. Yo,
sin embargo, superando esto para que lo propuesto quede demostrado
sin discusion, supongo que el didmetro del Sol es treinta veces mayor
que el didmetro de la Luna y no més.

Adems3s, el didmetro del Sol es mayor que el lado del poligono de mil
lados inscrito en el circulo méximo del cosmos. Supongo esto por haber
encontrado Aristarco que el Sol aparece como una setecientos veinteava
parte del circulo del Zodiaco. --- >

4. Arquimedes fue contempordneo y amigo de Aristarco y seguramente
tuvo gran aprecio por su obra cientifica y de su condicién de gran
astréonomo. En esa época las comunicaciones personales eran limitadas
pero aun asi Arquimedes solia enviar a sus amigos mas selectos sus
trabajos pero solo enviaba los enunciados de sus teoremas, inclusive
enviaba algunos resultados falsos que sus colegas no sabfan senalar
el error, llegando a decir: “que aquellos que pretenden haber resuelto
todos los problemas, pero sin dar la demostracion, quedan refutados por
el hecho mismo de haber declarado que demostrarén algo imposible”.

5. Ya hemos tenido la oportunidad de mencionar algunas contribuciones
de Arquimedes en la fisica y en la astronomia. Por ejemplo, en el Are-
nario realiza algunas reflexiones astronémicas de gran valor que merecié
el reconocimiento de los antiguos astrénomos. Pappus afirma que Ar-
quimedes habria escrito un libro sobre astronomia (que se perdié) y que
construyé una esfera estelar y un planetario, los que fueron llevados a
Roma por el general Marcelo donde por dos o tres siglos merecieron
la curiosidad y la estima. En éptica geométrica hizo también notables
contribuciones précticas de la reflexién de la luz, como sucedié con el
incendio de los navios romanos al hacer concretar sobre ellos el calor
solar por medio de espejos céncavos. Fue un hombre brillantemente in-
genioso; poseia el don de la creaciéon de nuevas y profundas ideas en
pro de sus conciudadanos.

6. Se afirma que Arquimedes tenia un gusto especial por sus trabajos
sobre la esfera y el cilindro. En verdad, como hemos ya mencionado, en
relacion a estos sélidos obtuvo bellos y profundos resultados. Euclides
defini6 a la esfera en estos términos:
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“cuando quedando fijo el didmetro de un semi-circulo gira alrededor
del didmetro y alcanza de nuevo la misma posicién en la que empezé a
desplazarse, la figura asi obtenida es una esfera’”.

Esta definicién permitié a Arquimedes determinar la superficie de la
esfera. El camino seguido fué: < determinar el drea de la superficie del
cilindro; calcular el drea de la superficie del cono; calcular el drea de la
superficie del tronco de cono y luego se obtiene el drea de la superficie
de la esfera >. Este proceso fue descrito en 2.2.5.

. La humanidad posee la dicha de conservar muchos de los trabajos

de Arquimedes, atin cuando algunos se perdieron y no sabemos que
novedades contendrian. Este genial matemético griego dié demostra-
ciones rigurosas para calcular dreas, volimenes y centros de gravedad;
en verdad, Arquimedes inventé (esencialmente) el calculo integral. Tam-
bién atacé el problema de hallar una tangente a una espiral (lo que
forma parte de la actual geometria diferencial). Trabajé asi mismo con
algunas férmulas algebraicas; en sus escritos aparecen algunos resulta-
dos sobre trigonometria, un campo que atin no estaba formalizado.

Por ejemplo, usa la férmula

s n 2m n n @ 1) s ¢ T
sen — +sen — + --- +sen (2n — 1) — = cotg —
2n 2n 2n San
algo sorprendente para aquellos tiempos y que utiliza en su bisqueda
del valor de 7.

Arquimedes acostumbraba utilizar el método experimental ( j gran idea
aun en nuestros dias! ) para arribar a sus verdades matemadticas, que
luego él demostraba rigurosamente. De este modo llegd, por ejemplo,
a probar que el drea de un sector parabdlico es dos tercios del drea del
paralelogramo circunscrito.

. El Problema del Ganado.

En la Antiguedad se trataron ecuaciones indeterminadas, que tienen
mas incégnitas que ecuaciones, como lo es, por ejemplo, 3x —2y = 5. Se
sabia determinar diversos enteros = e y que satisfacian esta ecuacion;
la interesante cuestion es descubrir los nimeros mas simples que la
satisfagan. En esta direccion estd relacionado el interesante “problema
del ganado”, al que Arquimedes le dedicé atencion.
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El problema trata de “ocho rebanos, cuatro de toros y cuatro de vacas

) )
de acuerdo con sus colores, blanco, negro, amarillo y moteado. Se exige,
por ejemplo, que los toros moteados superen a los toros amarillos en

1
una cantidad igual a g + Z del nimero de los toros blancos; el problema

exige para su solucién el tamano exacto de cada rebano”.

Existe la conjetura que este problema fue comunicado por Arquimedes
a Eratdstenes y posiblemente fue conciente de la dificultad de obtener
la solucién del problema pues es una complicada cuestién en el analisis
indeterminado; la solucién consiste de ocho nimeros que para escribir-
los se necesitan de ... 700 grandes paginas. Las ocho incégnitas enteras
estan relacionadas con siete ecuaciones lineales y sujetas todavia a dos
condiciones adicionales: la suma de un cierto par de incégnitas es un
cuadrado perfecto, y la suma de otro par determinado de incégnitas
es un nimero triangular. Sin estas condiciones ([EVE], pag. 195) adi-
cionales, los menores valores de las incégnitas son nimeros de la orden
de millones; con tales condiciones, una de las incégnitas debe ser un
nimero con mas de 265,500 digitos.

Una ecuacién tipica de las siete es de la forma siguiente; si x representa
el nimero de toros moteados, y el nimero de toros blancos y z al de
amarillos, entonces se tiene,

x:(é+%>y+z (+)

La cuestién es encontrar todas las incégnitas de siete ecuaciones, simi-
lares a (+), con ocho incégnitas. Es claro que existen infinitas soluciones
para las siete ecuaciones con ocho incégnitas. Se sabe que la solucién
mas simple para (+) es x = 14, y = 42, z = 1. La cuestién es que esto
no se ajusta a las otras ecuaciones, cuyas formas detallamos abajo, lo
que hace mucho mas dificil hallar la solucién del problema. Asi, el mas
pequeno valor para x que satisface a las siete ecuaciones, que detallam-
os abajo, es un nimero superior a tres millones y medio, un mimero
que tiene 7 cifras. Arquimedes adapto el problema estableciendo que,

“cuando los toros blancos junto con los negros estaban de pie con
una profundidad y una anchura del mismo tamano, las llanuras de
Trinaquia, en toda su extensién se llenaban completamente con su
nimero” .
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Esto se interpreta como fue el ntimero total de toros blancos y negros es
un cuadrado. Se probé muchos siglos después, que el valor mas pequeno
de este rebano era un nimero de 200, 000 cifras, y de esta manera las
llanuras de Trinaquia deben ser reemplazadas por la Via Lactea !

Veamos el problema del ganado en el contexto de las siete ecuaciones. Si
y e wq representan los nimeros de toros y vacas blancas respectivamente
y (w,z1), (z,11) y (z,21) representan los mimeros de los otros tres
colores, entonces tenemos las siguientes (siete) ecuaciones ([HEA], vol.

II. pag. 97):
1 1
(I) y=(§+§)w~l—z (OJ)
1 1
w=<1+5>$+2 (8)
= (542 ) v+ )
v=\gt=z)ute ol
(m = (5+7) w+a) )
w1 = 3 1 w T
1 1
T = <Z + g) ($ + Zl) (6)
1 1
a=(34)C+m ©
1 1
Yy = <6 + 5) (y +wr) (n)
También se requiere que:
y+w = un cuadrado e (0)
Zz 4+ = un numero triangular e (1)

La solucién general de las primeras siete ecuaciones es:

y = 2,3,7,53,4657 n = 10366482 n,
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w = 2,3%,89,4657 n = 7460514 n,

z = 3%11,4657 n = 4149387 n,

r = 22,5,79,4657 n = 7358060 n,

wy = 23,3,5,7,23,373 n = 7206360 n,

7 = 2,3%,17,15991 n = 4893246 n,

Y1 = 32,13,46489 n = 5439213 n,

2 = 223,5,7,11,761 n = 3515820 n.

Se puede encontrar un valor de n tal que

y +w = un nimero cuadrado .

Esto se logra si n = 3,11,29,4657 £? = 4456749 &2, donde £ es cualquier

nimero entero. Entonces se tiene que: z 4+ = es de la forma 54 (g+1),

un nimero triangular.

Histéricamente, cuando Arquimedes escribe a Eratéstenes de Cirene
sobre el “problema del ganado” lo hace con una prosa digna de un gran
escritor; asi, comienza diciendo:

< Mide la cantidad de reses del Sol, oh extranjero, aplicando tu
esfuerzo, si participas de la sabiduria; de las reses que pastaban
en las llanuras de la isla de Sicilia Trinaquia divididos en cuatro
rebanos de colores distintos: el uno blanco como la leche, otro
brillando con un color azul, otro amarillo, y otro variado. En cada
rebano habia toros potentes en niimero componiendo esta simetria.
Imagina, j oh extranjero !, a los de pelo blanco iguales a la mitad y
un tercio de los toros azules, y a todos los amarillos, pero los azules
iguales a la cuarta y quinta parte de los mezclados y, ademads, a
todos los amarillos.

>
(Ver [NEW]. Vol. 1, pag. 125).
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9. La inmensa y profunda obra matematica de Arquimedes, incluyendo a
la fisica y a la astronomia, merece un estudio critico y de divulgacién
en nuestro medio. El mensaje de sus originales ideas puede seguir mo-
tivando a las nuevas generaciones de matemadticos. Esto es una tarea,
un reto, que habria que realizarse en alguna oportunidad.



2.2. ARQUIMEDES. 287

EJERCICOS 2.1 - 2.2

1.

10.

(a). Explique cudl fue la posicién astronémica de Aristarco respecto a

nuestro sistema solar.

(b). En una noche en que vemos a la Luna “partida por la mitad”, jqué
puede afirmar del dngulo SLT? (S =Sol, L =Luna y T =Tierra).

(c). ;Cudles fueron algunas de las afirmaciones astronémicas que Aristar-
co di6 en el siglo ITT A.C.7

Redacte un breve informe sobre el estado de la astronomia en la An-
tiguedad, hasta la época de Aristarco y de Arquimedes.

Redacte sobre algunas contribuciones de Arquimedes a situaciones de
su medio ambiente (agua para el desierto, mover un barco, ...).

Dé una visién sobre las obras escritas por Arquimedes, dando una sin-
tesis del contenido de cada una de ellas.

Porqué a Arquimedes se le considera como el descubridor del calculo
integral?

Si usted fuera un profesor de cédlculo, jcomo motivaria las ideas de
Arquimedes respecto a la nocién de integral?

;,Cuadl fue la estrategia de Arquimedes para encontrar un valor de 7?7

., Cuadl es la idea del método del “agotamiento” de Eudoxo?; ;Cémo lo
utilizé Arquimedes?

Explique cémo Arquimedes llega a afirmar que el drea de un circulo de

radio 7 es 2.

Dé una visién matematica de como Arquimedes ataca el problema de
encontrar el drea de un sector parabdlico.

Explique como Arquimedes llega a determinar el drea de la:
(i) superficie lateral de un cilindro recto,

(ii) superficie lateral de un cono recto,

(iii) superficie lateral de un tronco de cono,
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

2.3.
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(iv) (opcional) superficie de una esfera.

Exprese el resultado de Arquimedes relativo a una esfera inscrita en un
cilindro. Dé la demostracion de tal resultado. Trate también el caso de
los voliimenes.

Imagine usted que Arquimedes hubiera tenido una idea formal de la
nocion de “limite”; conjeture usted, a través del libro “Tratado de las
Espirales”, a que nuevas ideas hubiera llegado el genial matematico
siracusano.

Si Ud. fuera profesor de un curso bédsico de geometria, proponga el
teorema de la “cuerda rota” a sus alumnos. Realice un trabajo de in-
vestigacién motivando al teorema y dando las sugerencias necesarias
para que los alumnos obtengan la demostraciéon del teorema.

Diversos mateméticos antes de Arquimedes (Euclides, por ejemplo) de-
pendieron en gran medida de los trabajos de sus predecesores. ;Es esto
también cierto en el caso de Arquimedes?, ;porqué?

Segun su criterio y por lo estudiado sobre el trabajo de Arquimedes,
icudl (o cudles) podria (n) ser el (los) trabajo (s) que mas han influen-
ciado en el desarrollo de la matematica?

Si a; y A; son, respectivamente, las dreas de los poligonos regulares
de 7 lados inscrito y circunscrito a una circunferencia, compruebe con
algunos casos particulares se tienen las férmulas (inductivas)

2A,, as,
aon = Vay Ay y A2n:ﬁ .
n 2n

APOLONIO.

2.3.1. Algunos Aspectos Biograficos.

Poco se sabe sobre la vida de Apolonio. Herédclides menciona que en Perga,
ciudad de Pamfilie, nacié el tercer gran matemdtico de la Antiguedad que
se llam6 Apolonio, un nombre muy familiar en aquella época. El ano que
ocurrié su nacimiento no es bien determinado; unos opinan que fue en el
ano 262 A.C.; otros, entre 246 y 221. Fue aproximadamente 25 anos mas
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joven que Arquimedes. Siendo joven fue a estudiar a Alejandria en donde
tuvo la oportunidad de aprender con los sucesores de Euclides; se radicé un
buen tiempo en tal importante ciudad cultural, famosa por su Biblioteca y su
Museo. Luego pasé a visitar Pérgamo, en el oeste del Asia Menor, en donde
habfa una universidad y una biblioteca a semejanza de la de Alejandria.
También estuvo en el Efeso para retornar después a Alejandria en donde
falleci6 alrededor del ano 190 A.C.

Se conjetura que la época del mayor explendor de Apolonio fue al comien-
zo del siglo IT A.C. durante el reinado de Tolomeo Filopator (222-205). Apolo-
nio fue un notable astrénomo y se admite que escribié sobre miiltiples temas
matematicos, pero su mayor obra y que lo identifica es sus “Cénicas”, que
es el tnico escrito que poseemos de él, pero incompleto. Este tratado de
geometria superior consta de ocho libros, de los que poseemos los cuatro
primeros en su versién original; los tres siguientes se conocen a través de tra-
ducciones drabes. El libro ocho estéd totalmente perdido pero lo conocemos
indirectamente por algunos comentarios de Pappus.

Cuando Apolonio estuvo en Pérgamo conocié a Eudemo, quien fue uno
de los primeros historiadores de la matemética y a quién dedicé los libros
I, IT y III. Apolonio se deleitaba escribiendo sus obras en donde contribuia
admirablemente con nuevas ideas; asi, él proclamaba: “La mayor parte y los
mas hermosos de estos teoremas son nuevos”.

Si a Euclides se le identifica con “Los Elementos”, dedicado a la geometria
bésica y también en parte, a la teoria de nimeros, a Apolonio se le identifica
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con las “secciones cénicas”; se conjetura que también escribié sobre aritméti-
ca, sobre los “irracionales no ordenados” y que llegé a inventar un método
para obtener una rapida aproximacién del nimero 7. Se afirma también que
con Apolonio se inicia la teorfa de la convergencia uniforme. Y por supuesto,
con él se inicia la importante teorfa de la geometria analftica de un modo
formal; esto en una época en que no existia el dlgebra de un modo organi-
zado que le hubiera sugerido, posiblemente, algebrizar a la geometria de las
cé6nicas, como lo hicieron muchos siglos después, Kepler, Cavalieri y sobre
todo Descartes.

Euclides, Arquimedes y Apolonio son considerados como los tres mas
altos exponentes de la matematica en la Antiguedad; pertenecen a la llamada
“Edad de Oro” de la matematica griega y vivieron en torno del primer siglo
de la Epoca Helenistica. Apolonio mejoré algunos resultados conseguidos
por Arquimedes; por ejemplo, se afirma que llegé al valor 3.1416 para
atn cuando no se conoce como lo obtuvo. En la Antiguedad existié una
famosa coleccién llamada el “Tesoro del Andlisis”, la que inclufa varias obras
de Apolonio, como su geometria analitica. Los méritos de Apolonio como
profundo matemético le valié que fuera conocido en la Antiguedad como “El
Gran Geémetra”.

Euclides, Arquimedes y Apolonio desarrollaron sus privilegiados intelec-
tos dentro del estimulante escenario que ofrecia el Museo y la Biblioteca de
Alejandria, alrededor de quienes florecié una pléyade de pensadores de altisi-
mo nivel. La ciudad de Alejandria fue el faro que iluminé por muchos siglos
el desarrollo de la matemética y del pensamiento universal.

2.3.2. Las Cénicas Antes de Apolonio.

La gran calidad matemética de Apolonio se observa en el alto nivel en
que fueron escritos las “Conicas”; esta perfeccién hizo que lo que se escribio
antes que él sobre las secciones cénicas pasaran al olvido. Sin embargo, des-
de el punto de vista histérico es conveniente rescatar los trabajos de, entre
otros posiblemente, Menecmo, Fuclides y del mismo Arquimedes, quienes
aportaron ideas en el descubrimiento de las secciones cénicas.

Menecmo (aproximadamente 350 A.C.) fue alumno de Eudoxo y fue
un notable astrénomo y geémetra. (Ver 1.2.4 (ii)). Su contribucién mas im-
portante fue la creacién de las secciones cénicas, la que aplica en su estu-
dio del problema clédsico de la duplicacién del cubo o “Problema de Delos”.



2.3. APOLONIO. 291

Hipécerates habia reducido este problema al de la bisqueda de dos medias
proporcionales entre dos rectas a y b. De esta manera se tiene % = g = %
Sia=2, b=1,ello se reduce a 22 = 2y, y*> = z, y de esta manera x® = 23,
es decir, “el cubo de lado = es de volumen doble que el de lado 3”. Observe-
mos que en las ecuaciones 22 = ay y xy = ab estan las ecuaciones de lo que
actualmente llamamos parabola e hipérbola equildtera (ambas son secciones
conicas).

1, Cémo procedié Menecmo para obtener tales ecuaciones? Las cénicas eran
el lugar geométrico de los puntos de interseccién de la superficie de un cono
(acuténgulo, obtusédngulo o recténgulo) con un plano perpendicular a una de
las generatrices del cono. Las secciones conicas tuvieron un equivalente con

las ecuaciones algebraicas.

Veamos el caso de la pardbola. ([HEA]. Vol. II)

Segin la figura adjunta, OBC' representa una seccién a través del eje
OL de un cono - dngulo recto, y concibe una seccién a través de AG, que
es perpendicular a OA y en dngulos rectos al plano de este papel. Si P es
cualquier punto sobre la curva y PN es perpendicular a AG, sea BC' trazada
a través de N perpendicular al eje del cono. Entonces P estd sobre una seccién
circular del cono alrededor de BC' como didmetro.

Tracemos AD paralelo a BC, y DF, CG paralelos a OL, encontrando
AL, extendido, en F'y G. Entonces AD y AF son ambos bisectados por OL.

NG

5/ Nal \c
/ NL\\

Si ponemos, PN = y, AN = x, entonces y> = PN? = BN.NC. Pero,
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B, A, C, G son conciclicos; luego,
BN.NC = AN.NG = AN.AF = AN 2AL.

Luego,
vy = AN 2AL = 2AL.x

en donde se observa que 2AL es el “pardmetro” de la ordenada principal y.

Caso de la hipérbola (equildtera). Segun la figura adjunta ([HEA]. Vol.
IT), trazamos un cono con su dngulo - vértice BOC' siendo obtuso (o obtusan-
gulo). Imaginemos una seccién perpendicular al plano de este papel y que
pasa a través de AG, el cual es perpendicular a OB. Extendamos GA hasta
encontrar C'D extendido en el punto A’ y procedamos en forma similar a lo
hecho en el caso de la pardbola.
Se tiene,
PN? = BN.NC = AN.NG .

Por triangulos semejantes,

NG :AF =NC : AD = AN : AA" .
Luego,
AF 2 AL
AA T AA
ecuacién que caracteriza a la hipérbola, en donde AA’ es lo que llamamos el
eje trasverso y 2AL es el pardametro de la ordenada principal.

PN? = AN.A'N. AN.A'N |
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Remarcamos que Menecmo introduce esas curvas como secciones de un
cono circular recto con un plano perpendicular a una generatriz. La pardbola
fue llamada la seccién de un cono rectangulo; la hipérbola a la seccién de
un cono obtusdngulo, y la elipse a la seccién de un cono acutdngulo. Aris-
teo (aprox. 320 A.C.) también estudi6 a las secciones cénicas; escribié una
importante obra al respecto, el “Libro de los Lugares Sélidos”.

Euclides también se ocupé de las cénicas llegando a escribir un libro, el
cual se perdi6 pero tenemos informacién de la obra a través de Pappus. Las
propiedades fundamentales de las coénicas que Euclides considera son:

(i). PN?: AN.A'N = P'N” : AN’ A'N' = BC? : AC? --- para la elipse;
(ii). PN?: AN.A'N = P'N” : AN'. AN’ --. para la hipérbola;
(iii). PN? = p,.AN --- para la pardbola.

El gran Arquimedes trabajé también con las secciones cénicas. Algunas
de las propiedades a las que llegé este notable matemaético fueron entre otras
las siguientes (para las cénicas centrales).

(a). La propiedad de las ordenadas de cualquier didmetro PP,
QV2:PV.PV=QV": PV .PV.

(b). La linea recta trazada desde el centro de una elipse, o el punto de
interseccién de las asintotas de una hipérbola, a través del punto de
contacto a cualquier tangente, bisecta todas las cuerdas paralelas a la
tangente.

(c). En la elipse, las tangentes en las extremidades de uno de los dos didmet-
ros conjugados son ambos paralelos al otro didmetro.

(d). Sien una hipérbola la tangente en P encuentra al eje transverso en T,
y PN es la ordenada principal, entonces AN > AT.

(e). Si un cono, recto o oblicuo, es cortado por un plano encontrando todos
los generadores, la seccién es o un circulo o una elipse.
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Nota. Arquimedes proporciona criterios para la semejanza de cénicas y de
secciones de cénicas, lo que hizo de un modo similar a como lo di6 Apolonio.

Respecto a la pardbola, Arquimedes proporcioné también algunas propiedades
fundamentales, como son las siguientes.

a). En una pardbola, si p, representa el pardmetro de las ordenadas prin-
E ibola, si ta el imetro de 1 denad i
cipales y p es el pardmetro de las ordenadas del didmetro PV, las
propiedades fundamentales aparecen en la forma:

PN2%: P'N” = AN : AN’ 6 PN? = p, AN ,
QV2:QV” =PV : PV 6 QV2=yp.PV.

Nota. Arquimedes se refiere solamente como “pardametro” al pardmetro
de las coordenadas principales.

(b). Cuerdas paralelas son bisecadas por una linea recta paralela al eje, el
cual pasa a través del punto de contacto de la tangente paralela a las
cuerdas.

(c). Todas las pardbolas son semejantes.

(d). Silatangente en () encuentra el didmetro PV enT', y QV es la ordenada
al didmetro, entonces PV = PT.

2.3.3. Descripcion de los Libros de las Coénicas.

Apolonio escribié bellos prefacios a sus libros en donde da importantes
referencias histéricas de la evolucién de las ideas sobre las cénicas. Veamos
algunos aspectos de tales prefacios.

Libro I. En la introduccién de este libro, Apolonio dice a Eudemo ([HEA].
Vol. 11, pag. 128): < --- De los ocho libros, en los primeros cuatro se en-
cuentran los elementos de la teorfa. El primero contiene la generacion de
las tres secciones conicas y de las secciones opuestas, asi como sus princi-
pales propiedades expuestas de una manera mas completa y general de lo
que lo habfan hecho nuestros predecesores. El segundo libro se refiere a los
didmetros y ejes de las secciones y a las asintotas, elementos que tienen una
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importancia aun mayor y esencial en los diorismas; en ese mismo libro se dan
las definiciones de didmetros y de ejes. El tercer libro encierra muchos teo-
remas notables, 1tiles en la sintesis y diorismas de los lugares sélidos; en su
mayoria son hermosos y nuevos. Después de haberlos descubierto adverti que
Fuclides no habia obtenido la sintesis de los lugares relativos a las tres rectas
y a las cuatro rectas; ain més, que no era posible completar adecuadamente
esta sintesis sin los teoremas que yo he descubierto.

El cuarto libro ensena de cudntas maneras pueden intersecarse dos céni-
cas 0 una cénica y una circunferencia, y muchas otras cosas que mis prede-
cesores no han advertido, como el nimero de puntos en que dos secciones
opuestas cortan a una cénica o a una circunferencia o a otras dos secciones
opuestas. Los otros cuatro libros comprenden consideraciones de orden su-
perior. En efecto, el quinto trata ampliamente de méximos y minimos; el
sexto de cénicas iguales o semejantes; el séptimo de teoremas relativos a
los diorismas, y el octavo contiene problemas sobre las cénicas en los cuales
se imponen condiciones mediante diorismas > .

Libro II. El prefacio de este libro dice solamente que Apolonio estd
enviando el segundo libro a Eudemo via su hijo Apolonio, y suplica a Eudemo
que lo comunique a sus jévenes estudiantes interesados en el tema, y en
particular a Filénides, el geémetra a quien Apolonio presenté a Eudemo.

Libro III. Este libro no tiene prefacio alguno. Se informa que la obra fue
enviada a Eudemo.

Libro IV. Apolonio se dirije a Atalo (posiblemente el rey Atalo I de
Pérgamo, quién reiné en el periodo 241 - 197 A.C.):

< Hace un tiempo yo expuse y envié a Eudemo de Pérgamo los primeros
tres libros de mis cénicas que yo he recopilado en ocho libros, pero como él ha
fallecido, he decidido dedicar el resto de mis libros a Usted por su temprano
deseo de poseer mis trabajos. Este libro contiene una discusién de la cuestion
de saber en cuantos puntos a lo mas es posible para que secciones de conos
encuentre a otra y la circunferencia de un circulo, bajo la hipétesis de que
ellos no coinciden en todas partes, y ademds en cuantos puntos a lo maés
una seccién de un cono o la circunferencia de un circulo puede encontrar la
hipérbola con dos ramas; y ademds de esas cuestiones, el libro considera un
ndmero de otras (cuestiones) de similar tipo.
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Todas las materias referidas, las cuales yo no las he encontrado en parte
alguna, requiere para su solucién varios y diversos nuevos teoremas, la may-
orfa de los cuales yo tengo encontrado y fueron puestos en los tres primeros
libros, mientras que el resto de ellos estdn contenidos en el presente libro.
Esos teoremas son de considerable uso ambos para la sintesis de problemas
y para los diorismas.

>

Libro V. Apolonio saluda nuevamente a Atalo.

< En este quinto libro yo he tratado proposiciones relativas a lineas rectas
relacionadas con maximos y minimos. Usted debe saber que mis predecesores
y contemporédneos han tocado solo superficialmente sobre la investigaciéon de
las lineas mas cortas, y tienen solamente probado que lineas rectas tocan
las secciones y conversamente, que propiedades ellos tienen en virtud de los
cuales ellos son tangentes. Por mi parte, yo tengo probado esas propiedades
en mi primer libro, ya que como yo deseé colocar ellas en cerrada conexion
con aquella parte del tema en el cual yo trato sobre la produccion de las tres
secciones cénicas, en orden a demostrar al mismo tiempo que en cada de las
tres secciones incontables propiedades y resultados necesarios aparecen, como
ellos hacen con referencia al didmetro (transverso) original. Las proposiciones
en el cual yo discuto las lineas mas cortas yo tengo separado ellas en clases,
y yo tengo tratado con cada caso individual via una cuidadosa demostracion;
yo tengo también conectado la investigacion de ello con la investigacion de
las mas grandes lineas antes mencionadas, porque yo consideré que aquellos
quienes cultivan esta ciencia necesitan de esos resultados para obtener un
conocimiento del andlisis y determinar los limites de posibilidades, de prob-
lemas asi como de sus sintesis; en adicién a los cuales, el tema es uno de
aquellos los cuales parecen ser dignos de estudio por su propia causa. Adios.
>

Libro VI. Apolonio saluda a Atalo.

< Le envié a usted el sexto libro de las cénicas, el cual abarca proposi-
ciones acerca de secciones cénicas y segmentos de cénicas iguales y desiguales,
semejantes y no semejantes, ademds otras materias no tratadas por quienes
me han precedido. En particular, usted encontrard en este libro como, en un
cono recto dado, una seccién puede ser cortada la cual es igual a una seccion
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dada, y como un cono recto puede ser descrito semejante a un cono dado
pero tal que contenga a una seccién cénica dada. Y esas materias en ver-
dad yo tengo tratado algo mas completa y claramente que aquellos quienes
escribieron antes de mi época sobre esos temas. Adios. >

Libro VII. Apolonio saluda a Atalo.

< Yo envi6 a usted con esta carta el séptimo libro sobre secciones cénicas.
En el estd contenido un gran nimero de nuevas proposiciones concernientes
con didmetros de secciones y las figuras descritas sobre ellas; y todas esas
proposiciones tienen su uso en muchas clases de problemas, especialmente
en la determinaciéon de los limites de sus posibilidades. Varios ejemplos de
ello ocurre en determinados problemas sobre cénicas resueltos y demostrados
por mi en el octavo libro, el cual estd en forma de un apéndice, y el cual yo
enviaré a usted tan pronto como sea posible. Adios. >

Luego de la presentacién de tales importantes prefacios, a manera de
completitud y mejor comprension de los contenidos, repasemos sucintamente
lo tratado en los siete mencionados libros ([REY-BAB]).

Libro I: Trata la posicién relativa de una recta respecto de un conica;
construye la tangente en un punto y concluye que: “la tangente y una secante
que pasan por un punto de una cénica, separan arménicamente los extremos
del didmetro conjugado a la direccién de la secante”. Concluye diciendo, entre
otros aspectos: “dada una coénica cualquiera, siempre existe una superficie
conica de seccién circular de la cual esa cénica es una seccion”.

Libro II: En este libro Apolonio estudia en general a la hipérbola y a sus
asintotas; observa que “las secciones opuestas tienen las mismas asintotas”.

Libro III: Apolonio estudia las propiedades relativas a los tridngulos y
cuadrildteros inscritos y circunscritos, las que él usa en los “problemas de las
tres rectas y de las cuatro rectas”, los que han de influir en el nacimiento de
la geometria analitica. Trata también sobre los polos y polares de las conicas,
asi como también de los focos de la elipse y de la hipérbola. Hay que remarcar
que Apolonio no trata al foco de la pardbola ni a las directrices de las cénicas.

Libro I'V: En este libro Apolonio estudia las intersecciones y los contactos
de las conicas o de las conicas con las circunferencias. Por ejemplo, establece
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que dos cénicas no pueden tener mas de cuatro puntos comunes, lo que prueba
con un argumento por el absurdo.

Libro V: Es el libro por excelencia por la calidad de sus resultados.
Apolonio estudia las distancias méxima y minima de un punto a los puntos
de una coénica en su plano, es decir, investiga a las rectas normales a los pun-
tos de la cénica que pasan por un punto dado. Apolonio resuelve el problema,
probando que los pies de las normales que pasan por un punto fijo se en-
cuentran sobre una hipérbola, la “hipérbola de Apolonio” como la llamamos
actualmente; la solucién del problema lo obtiene intersectando esta hipérbola
con la cénica dada.

Libro VI: Es un libro en que Apolonio no hace grandes contribuciones,
como lo hizo en el libro anterior. Trata la congruencia y la semejanza de las
cénicas. Su mayor interés radica en completar y clarificar los trabajos hechos
por los mateméticos antes de él, como lo hecho por Arquimedes, por ejemplo.

Libro VII: Apolonio contribuye nuevamente con temas originales; estu-
dia los maximos y los minimos de ciertas funciones de los didmetros de las
conicas, probando diversas propiedades importantes. Uno de tales resultados
es: “la suma (caso de la elipse) o la diferencia (hipérbola) de los cuadrados
construidos sobre un par de didmetros conjugados, es constante”. Prueba
también que “el rectdngulo construido sobre un par de didmetros, es con-
stante”

Nota. El Libro VIII se perdié pero contendria algunos problemas planteados
en el Libro VII. Muchos anos después, el astrénomo Halley lo reconstruyé en
base a datos que dié el mismo Apolonio asi como de los comentarios hechos
por el historiador Pappus.

Volviendo a los precursores de las conicas digamos que cuando los pitagori-
cos aplicaron un rectdngulo a un segmento de linea (esto es, colocaron la
base del rectdngulo a lo largo de un segmento de linea, con un extremo sobre
la base coincidiendo con un extremo del segmento), ellos proclamaron que
tenfan el caso de una “elipse”, de una “parabola” o de una “hipérbola”
segin como la base del rectdangulo aplicado cae mas corto que el segmento
de linea, exactamente coincide con el, o excede al segmento.

Sea AB el eje principal de la cénica, P un punto cualquiera sobre la
conica, y @ al pie de la perpendicular PQ) a AB. Por A, el cual es el vér-
tice de la conica, trazamos una perpendicular a AB y delimitamos sobre ella
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una distancia AR igual a aquello que actualmente llamamos el “lado rec-
to”, o pardmetro p, de la cénica. Aplicamos, al segmento AR, un rectangulo
teniendo AQ como un lado y érea igual a (PQ)>.

R
foco B
4 0

Segiin como la aplicacién cae mas corto, coincide con, o excede al segmen-
to AR, Apolonio llamé a la cénica una elipse, una parabola o una hipérbola.

Expliquemos esta situacién con los recursos de algebra. Si consideramos
la curva referida al sistema de coordenadas cartesianas teniendo sus ejes x e
y a lo largo de AB y AR respectivamente, y si P = (z,y), entonces la curva
es una elipse, una pardbola o una hipérbola segiin se tenga

y2<px , y2:px e} y2>px.

En realidad, en los casos de la elipse y la hipérbola, se tiene

pa?

2— JES—
y—pfl::F d )

donde d es la longitud del didmetro a través del vértice A.
Conclusién: | la geometria analitica fue una invencién de los griegos !

Apolonio en su Libro III considera una gran variedad de teoremas, como
son, por ejemplo, los siguientes:

e “Si las tangentes en cualquier dos puntos A y B de una cénica se
intersectan en C' y también intersectan los didmetros, a través de B y
A, en Dy E, entonces los tridngulos CBD y C'AE tienen la misma
drea”.
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e “Si dos cuerdas P(Q) y M N, paralelas a dos direcciones dadas, se in-
PO.OQ

——— es constante, independiente de la
MO.ON  meep

tersectan en O, entonces
posicién de O”.

Gran parte del conocimiento del trabajo matemético de Apolonio le debe-
mos a Pappus, quién dié breves indicaciones del contenido de otros seis tra-
bajos del gran geémetra; lamentablemente solo uno de tales trabajos ha so-
brevivido al tiempo, “Sobre la Seccién Proporcional”, en el que considera el
problema general:

< Dadas dos lineas a y b con puntos fijos A sobre a y B sobre b, trazar

a través de un punto dado O una linea OA’B’ cortando a en A’y a b en B’,
/

tal que e k, k una constante dada > .

Se afirma que Apolonio consideré 77 diferentes casos de este problema.
Una segunda cuestién es, bajo las anteriores hipétesis, se considera ahora la
condicién,

(AA") (BB') = k.
Un tercer problema establece: < dado cuatro puntos A, B, C'y D sobre
.CP
1t P la 1f 1 — =
una linea, encontrar un punto P sobre la linea tal que BPDP k>

Otros dos teoremas son:

e < Si Ay B son puntos fijos y k£ es una constante dada, entonces el
e AP , .
lugar geométrico de un punto P tal que —— = k, es un circulo (si

k # 1) o una linea recta (si £ = 1). El circulo es llamado “el circulo
de Apolonio”>> .
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e < Si A, B, ... son puntos fijos y a, b, ..., k son constantes dadas,
entonces el lugar geométrico de un punto P tal que

a(AP)* +b(BP)* =k,
es un circulo > .
Otro fundamental resultado debido a este notable geémetra es:

e < Si una misma esfera pasa a través de los vértices de un icosaedro y
por los vértices de un dodecaedro, entonces tenemos

drea de la superficie del dodecaedro volumen del dodecaedro
- . = ; >
area de la superficie del icosaedro volumen del icosaedro

Apolonio descubrié a la transformacién inversa. Veamos algunos ar-
gumentos. Sea 7 un numero positivo. Sea P un punto en el segmento OFP’.
Se dice que P y P’ son inversos entre si con respecto a la circunferencia
de centro O y radio r, si

OP.OP' =2

Obsérvese que un punto sobre la circunferencia es inverso de si mismo.
Apolonio dedujo una serie de interesantes resultados en esta direccién. En
su libro perdido, “Tangencias”, Apolonio (usando la inversién) via regla y
compds construye una circunferencia tangente a tres circunferencias dadas.

2.3.4. Algunos Resultados Matematicos.

Apolonio fue un gran geémetra; la calidad matematica de su obra asi lo
amerita; las “Coénicas” fueron escritas con un especial lenguaje, a veces dificil
de seguir (ain en nuestra época). Sus ideas son de gran originalidad; se puede
afirmar que el estuvo mas cerca de los geémetras de los siglos XVII y XVIII
que los de su época. Euclides simboliza a la geometria bésica, Apolonio a la
geometria superior.

Apolonio comienza su gran obra describiendo un cono circular doble oblic-
uo en el mas amplio contexto. Asi nos dice, dado un circulo y cualquier punto
fuera del plano del circulo y que en general no estd sobre la linea recta a través
del centro y perpendicular a su plano, una linea recta pasando por el punto y
prolongada indefinidamente en ambas direcciones es hecha moverse, siempre
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pasando a través del punto fijo, asi como pasando sucesivamente a través de
todos los puntos del circulo. De esta manera, la linea recta describe un cono
doble, el cual es en general un cono oblicuo, y que Apolonio llamé un cono
“escaleno”.

Luego Apolonio d4 diversas definiciones. Nos dice:

“En cualquier curva, yo doy el nombre de didmetro a cualquier linea
recta la cual, trazada desde la curva, bisecta a todas las lineas rectas trazadas
(cuerdas) paralelas a cualquier linea recta, y yo llamo la extremidad de la
linea recta (el didmetro) el cual esta sobre la curva un vértice de la curva y
cada una de las lineas rectas paralelas (cuerdas) una ordenada al didmetro”.

Apolonio da el nombre de didmetro transverso “a cualquier linea recta
que bisecta a todas las cuerdas en ambas curvas (hipérbola con dos ramas)
las cuales son paralelas a una linea recta dada, y el nombre de didmetro
erecto a cualquier linea recta la cual bisecta a todas las lineas rectas trazadas
entre una curva y la otra las cuales son paralelas a cualquier linea recta; las
ordenadas a cualquier didmetro son atin las lineas rectas paralelas bisectados
por ella. Los didmetros conjugados en cualquier curva o par de curvas son
lineas rectas cada una de las cuales bisectan cuerdas paralelas a las otras. Ejes
son los didmetros particulares los cuales cortan en éngulos rectos a las cuerdas
paralelas las cuales ellas bisectan; y ejes conjugados estédn relacionados en
la misma forma como los didmetros conjugados.

Luego de haber descrito a un cono, en general oblicuo, Apolonio define al
eje como la linea recta trazada desde el vértice al centro de la base circular.
Verifica que todas las secciones paralelas a la base son circulos, pero observa
de que existe otro conjunto de secciones circulares diferentes de aquellas !

Veamos lo que nos dice Apolonio respecto a la construccién de las cénicas.
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< Proposicién 7. “Si se corta un cono con un plano a través del eje,
y si se corta también con otro plano que corte el plano en el cual
estd la base del cono segin una linea recta perpendicular a la base del
tridngulo axial (“el tridngulo a través del eje”) o a la base formada,
el plano que corta formard una seccién en la superficie del cono, y las
lineas rectas trazadas en él paralelas a la linea recta perpendicular a
la base del triangulo axial, encontrardn la secciéon comiin del plano que
corta y el tridngulo axial, y prolongdndolas hasta la otra parte de la
seccién, serdn bisectadas por éste; si el cono es recto, la linea recta en
la base serd perpendicular a la seccién comiin del plano que corta y el
tridngulo axial; pero si es escaleno no serd siempre perpendicular sino
s6lo cuando el plano a través del eje sea perpendicular a la base del
cono”.

Consideremos un cono con vértice en el punto A teniendo como base al
circulo BT'; cortémoslo por un plano a través del eje; esta seccién forma
al tridngulo ABT. Cortémoslo con otro plano que corte el plano que
contiene el circulo BT en una linea recta AFE, que, o es perpendicular a
BT o ala prolongacién de BT, y forme la seccion AZFE en la superficie
del cono; la seccién comin del plano que corta y del tridngulo ABT es
Z H. Tomemos un punto # en AZFE, y tracemos K por #, paralela a
AE.

Digo que 0K encuentra a ZH, y que si se prolonga la otra parte de la
seccion AZFE, serd bisectada por la linea Z H.

Puesto que el cono cuyo vértice es el punto A y su base el circulo BT,
estd cortado por un plano a través del eje y la seccién resultante es el
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tridngulo ABT', y se ha tomado un cierto punto € en la superficie, que no
estd en ningin lado del tridngulo ABT, y AH es perpendicular a BT,
por lo tanto la linea recta trazada a través de 6 y paralela a AH, que
es # K, encontrard al tridngulo ABT y, si se prolonga a la otra parte de
la superficie, estard bisectada por el tridngulo. Asi pues, como la linea
recta trazada a través de 6 y paralela a AFE encuentra al tridngulo
ABT y esta en el plano que contiene la seccion AZFE, pertenecerd a la
seccién comun del plano que corta y el tridngulo ABT.

A

M

Pero la seccién comiin de estos planos es ZH; por lo tanto, la linea
recta trazada a través de 0 y paralela a AFE, encontrard a ZH; y si se

prolonga a la otra parte de la seccion AZ F, serd bisectada por la linea
recta ZH.

Ahora bien, o el cono es recto, o el tridngulo axial es perpendicular al
circulo BT, o no ocurre ni una cosa ni otra.

Supongamos primero que el cono es recto; el tridngulo ABT serd per-
pendicular al circulo BT ([Euclides. XI, 18]). Como el plano ABT es
perpendicular al plano BT, y se traza AFE en uno de los planos perpen-
diculares a su seccién comin BT, AFE serd perpendicular al tridngulo
ABT ([Euclides. XI, Def. 4]); por lo tanto, es perpendicular a todas las
lineas rectas del trisngulo ABT que la encuentran ([Euclides. XI, Def.
3]). Por lo tanto, es perpendicular a ZH.

Supongamos ahora que el cono no sea recto. Si el tridngulo axial es
perpendicular al circulo BT, podemos demostrar igualmente que AE
es perpendicular a Z H. Supongamos que el tridngulo axial ABT no es
perpendicular al circulo BT'. Digo que AFE tampoco es perpendicular
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<

<

a Z H. Porque si asf fuese, AE también serfa perpendicular a BT. Por
lo tanto, resulta AF perpendicular al plano que pasa por BT, ZH
([Euclides XI, 4]). Pero el plano que pasa por BT, ZH es ABT; luego
AFE es perpendicular al tridngulo ABT. Por consiguiente, todos los
planos por AE son perpendiculares al trisngulo ABT ([Euclides XI,
18]). Pero el circulo BT es uno de los planos que pasa por AFE; por lo
tanto, el circulo BT es perpendicular al tridngulo ABT'. Por lo tanto,
el tridangulo ABT es perpendicular al circulo BT’ lo cual es contrario
a la hipétesis. Por consiguiente, AFE no es perpendicular a ZH. g >

Corolario. “Esté claro de esto que ZH es un didmetro de la seccion
AZ FE, porque bisecta las lineas rectas trazadas paralelamente a la linea
recta dada AF, y estas paralelas pueden ser bisectadas también por el
didmetro Z H, sin que sean perpendiculares a é1”. >

Ahora pasemos a describir lo que Apolonio llama parabola, hipérbola

y elipse. ([FAU-GRA]).

Proposicién 11. Libro I. “Si se corta un cono con un plano a través
del eje, y si se corta también con otro plano que corta la base del
cono segin una linea perpendicular a la base del tridngulo axial, y
si ademads el didmetro de la seccién se hace paralelo a un lado del
tridngulo axial, cualquier linea recta trazada desde la seccién del cono
paralela a la seccion comin del plano que corta y la base del cono
hasta el didmetro de la seccién, tendra su cuadrado igual al rectdngulo
limitado por la porcién de didmetro que comprende en la direccién
del vértice de la seccién y otra linea recta cualquiera; esta linea recta
tendrd la misma razon a la porcién abarcada entre el angulo del cono
y el vértice del segmento como el cuadrado en la base del tridngulo
axial al rectangulo limitado por los dos lados restantes del tridngulo;
llamemos a esta seccién pardbola.

En efecto, sea un cono, cuyo vértice es el punto A y cuya base es el
circulo BT'; cortémosle con un plano a través del eje; la seccién obtenida
el tridngulo ABT. Cortemos el cono con otro plano que corte su base
seglin una linea recta AFE perpendicular a BT'; la seccién obtenida en
la superficie del cono es AZE. El didmetro de la secciéon Z H es paralelo
a AT, uno de los lados del tridngulo axial; tracemos Z# perpendicular
a ZH, siendo
BT?: BAAT = 760 : ZA.
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Tomemos al azar un cierto punto de la seccién y tracemos a través de
K, KA paralela a AE. Digo que KA%2 = 0Z.ZA.

En efecto, tracemos M N a través de A, paralelo a BT. Como KA es
paralela a AFE, el plano que pasa por KA, MN es paralelo al plano
que pasa por BA, AFE ([Euclides XI, 15]), que es la base del cono.
Por consiguiente, el plano que pasa por KA, M N es un circulo, cuyo
didmetro es M N [Proposicién 4]. Y KA es perpendicular a M N, puesto
que AF es perpendicular a BT ([Euclides XI, 10]).

A

Luego, MA.AN = KA. Y puesto que BT? : BAAT =07 : ZA y
BT?: BA.AT = (BT : TA) (BT : BA) tendremos,

07 : ZA = (BT :TA)(TB: BA).

Pero, B : TA= MN : NA= MA : AZ, ([Euclides VI, 4]), y BT :
TA=MN:MA=TM:MZ=NT:ZA ([Euclides VI, 2)).
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Luego, 07 : ZA = MA : AZ.

Sin embargo se tiene
(MA:AZ) (AN : ZA) = MA.AN : AZ.Z A.

Por lo que
07 . ZA= MAAN : AZ.ZA.

Pero 07 : ZA = 0Z.ZA\ : AZ.ZA, tomando una altura comin ZA;
serd

MAAN :AZ.ZA=0Z.Z\N: NZ.ZA.

Por lo que MA.AN =0Z.ZA ([Euclides V, 9]).
Pero MA.AN = KA? y también KA? = 0Z.ZA.

Llamemos a esta seccién pardbola y llamemos lado recto a 07,
parametro de las ordenadas al didmetro ZH. >g

< Proposicién 12. (Libro I). “Si un cono es cortado por un plano
por el eje y también por otro plano que corte a la base segin una perpen-
dicular a la base del tridngulo por el eje [“tridngulo axial”]; si el didmetro
de la seccién encuentra uno de los lados del tridngulo por el eje ademaés del
vértice; una ordenada de la seccién formard un cuadrado igual al rectdngulo
comprendido bajo la abcisa (“es el segmento del didmetro, que se comprende
entre la ordenada y el vértice de la seccién”) correspondiente y bajo una
cuarta proporcional al cuadrado de la paralela al didmetro, conducida por el
vértice del cono y terminada en la base, al rectdangulo comprendido bajo las
partes de la base del tridngulo por el eje determinadas por esta paralela, y
la parte del didmetro comprendida entre los lados del tridngulo por el eje; y
mas un espacio semejante y semejantemente colocado, en relaciéon a lo que
serfa comprendido bajo esta cuarta proporcional y a la parte del didmetro
comprendida entre los lados del tridangulo por el eje. Y sea tal una seccion
llamada una hipérbola.” >

Observemos que a tal seccién Apolonio llama una hipérbola en analogia
con los antiguos problemas de aplicacién de dreas ya que en esta curva asi
determinada, el cuadrado de la ordenada es mayor que el rectdngulo de la
abcisa por la cuarta proporcional o el lado recto. En el caso de la elipse se
tiene que el cuadrado de la ordenada es menor al rectdngulo correspondiente
de la abcisa por su lado recto; en el caso de la pardbola se tiene la igualdad.
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La elipse es definida en la Proposicién 13, contenida en el Libro I. En
este libro Apolonio considera resultados sobre las tangentes y los didmetros.
Asi tenemos los siguientes resultados.

< Proposicién 46. “Si una linea recta tocando a una pardbola en-
cuentra el didmetro, la linea recta trazada a través del punto de contacto y
paralela al didmetro en la direccién de la seccién bisecta a las lineas rectas
trazadas en la seccién paralelas a la tangente”.

La visualizacién de esta proposicién es dada en la figura [d] ([FAU-GRA],
pédg. 189).

[Prueba]. Sea la pardbola cuyo didmetro es la linea ABD, y sea la linea
recta AC' la que toca a la seccién [Libro 1. 24], y a través de C' sea la linea
recta HCM trazada paralela a la linea recta AD [Libro 1. 26], y sea algin
punto L tomado al azar sobre la seccién, y sea la linea recta LN F'E [Libro
L. 18, 22] trazada paralela a AC.

Yo digo que LN = NF.

Sean las lineas rectas BH, KFG y LMD trazadas convenientemente.
Desde que ellas por

las cosas ya conocidas en el teorema 42, Libro I, tridngulo £ LD =“pllg.” BM,
y tridngulo EF'G =“pllg.” BK, y por tanto los restos pllg GM = cuadrildtero
LFGD.

Sea el pentdgono comin M DGF'N a ser substraido; por consiguiente los
residuos

tridngulo K F'N = tridngulo LM N.

Y KF es paralelo a LM; por tanto F'N = LN [Euclides Elementos, VI.
22, lema]. >
[
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< Proposicién 47. Si una linea recta toca a una hipérbola o a una elipse
o a una circunferencia de un circulo, encuentra al didmetro y si a través del
punto de contacto y el centro una linea recta es trazada en la direccién de la
seccién, ella bisecta a las lineas rectas trazadas en la seccién paralelas a la
tangente.

[Prueba]. Sea una hipérbola o elipse o circunferencia de un circulo cuyo
didmetro es la linea recta AB y centro C, y sea la linea recta DFE trazada
tangente a la seccién, y sea la linea recta C'E estirada, y sea N un punto
tomado al azar sobre la

F
C DH B~~__ K

seccién, y a través de N sea la linea recta H NOG trazada paralela.
Yo digo que NO = OG.

L L
X
G
0]
N \m

([FAU-GRA], pag. 190)

Porque sean las lineas rectas X NF, BL y GM K. Por cosas que sabemos
ya en el teorema 43 (Libro I),

tridngulo H N F' = cuadrildtero LBF X

tridngulo GH K = cuadrilatero LBKM .
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Luego los restos
cuadrildtero NGK F = cuadrildtero M KFX .
Sea el pentdgono comin ON F'K M substraido; luego los restos
tridngulo OM G = tridngulo NXO .

Y la linea recta MG es paralela a la linea recta NX; luego NO = OG
([Euclides. Elementos, VI. 22, lemal). >
[ |
¢ El Problema de Apolonio. De un modo general, este problema con-
siste en “dados tres elementos, cada uno de los cuales puede ser un punto,
una recta o una circunferencia

N\ O

trazar una circunferencia que sea tangente a cada uno de los elementos da-
dos”.

Remarcamos que en caso el elemento dado sea un punto, una circunferen-
cia tangente al punto significa que la circunferencia pasa a través del punto.
Ya en los Elementos de Euclides se habia resuelto el problema de construir
una circunferencia tangente a tres puntos o a tres rectas dadas. El caso com-
plejo es cuando los tres elementos son tres circunferencias. Este caso tiene
ocho respuestas. Algunas de ellas pueden ser visualizadas como sigue.

Se conjetura que Apolonio no haya resuelto todos los casos posibles, en
particular cuando se dan tres circunferencias. Muchos anos después Newton
resolvio este caso usando solo regla y compds, como se exigfa.
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e Apolonio cultivé también la astronomia aportando diversas ideas. El
fue el primero en sugerir que la Luna y los planetas se mueven en érbitas epi-
cicloides. Si bien es cierto esta hipdtesis es errada, ella tuvo alguna influencia
en el desarrollo de la matemaética. La idea es como sigue.

yﬂ

\ .
r=1

Imaginemos un circulo, 7 < 1, rodando alrededor de la parte externa del
circulo 22 + y? = 4. Sea P un punto sobre el circulo rodante y supongamos
que en el tiempo t = 0, P toca al circulo 22 + y* = 4 en el punto (2,0). El
circulo de radio r rueda en el sentido antihorario, viajando con una razén
uniforme y retornando a su posicién inicial en 27 segundos. La trayectoria
trazada por P se llama una epicicloide. Cuando r = 2, ella se llama una
cardioidi y si r = 1, se llama una neroide.

2.4. ERATOSTENES (de Cirene).

2.4.1. Algunos Aspectos Biograficos.

Eratostenes vivio en el periodo 275 - 195 A.C. y nacié en Cirene; fue
ligeramente mas joven que Arquimedes y vivié muchos anos en Atenas, en
donde fue considerado un pensador de una vasta cultura pues se destacé en
diversas dreas, como son la poesia, la matemética, la astronomfia, la historia,
la filosoffa y llegé a ser un destacado atleta. Cuando tuvo alrededor de 40 anos
fue invitado por Ptolomeo III Filopator de Egipto para que sea jefe de la Bib-
lioteca de Alejandria y para que sea tutor de su hijo, quien serfa mas tarde
Ptolomeo Filadelfo. Estando ya Eratdstenes en Alejandria cuando recibié
de Arquimedes su obra el Tratado en reconocimiento a la alta estima que le
tenfa el famoso autor de tal obra. Eratéstenes fue un especial personaje por su
condicién de sabio enciclopedista en el perfodo greco-alejandrino. Sus amigos
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lo llamaban “beta” posiblemente porque “alfa” era Arquimedes; los estudi-
antes de Alejandria lo llamaban “Pentathlos” por ser campeén en las cinco
especialidades deportistas. Realizé importantes trabajos sobre cronologia que
permitieron distinguir entre las leyendas y los hechos reales.

Entre sus diversos aportes, Eratéstenes hizo un mapa del mundo de su
época.

=

e
T

e

Persia
Libria

™ AFRICA

([EVE], pag. 198)

Con edad avanzada y debido a una enfermedad, Eratdéstenes quedé casi

ciego; amargado por esta situacién decidié suicidarse dejando voluntaria-
mente de comer.
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2.4.2. Algunas Contribuciones.

e La Criba de Eratéstenes. La criba de Eratéstenes es una regla ar-
itmética para determinar los nimeros primos menores que un nimero
dado n (n = 100, por ejemplo). Es un interesante método que ain se
le ensena en nuestra época. La idea es escribir los nimeros naturales
en forma ordenada; comenzando con 3 se anotan todos los nimeros
impares menores que n; se eliminan todos los niimeros compuestos de
esta sucesién tachandose, a partir de 3 (exclusive) todos los terceros
ndimeros que se siguen; luego, a partir de 5 (exclusive) todos los quin-
tos nimeros que se siguen, y asi sucesivamente. Segin este método
algunos niimeros se tachan mas de una vez.

Conclusioén: todos los nimeros no tachados, mas el nimero 2, son todos los
numeros primos menores que 7.

Como una actividad para el lector, segiin el siguiente cuadro, determine
todos los niimeros primos menores que 100.

2,3, 4,5 6,7, 8,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19,
20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35
36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51
52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67
68, 69, 70, 71, 72, 73, T4, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83,

84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99.

Nota. Actualmente, con las modernas computadoras se han calculado to-
dos los niimeros primos menores que n, siendo n un nimero muy grande,
por ejemplo, n = 10000, 000, lo que nos provee de una enorme cantidad
de nidmeros primos y que permite un estudio objetivo de estos nimeros (su
distribucién, propiedades, ...). Viggo Brun, en 1919, introdujo una general-
izacion de la criba de Eratéstenes, lo que le permitié probar que “todo niimero
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entero par, suficientemente grande, es una suma de dos niimeros, cada uno
de los cuales es un producto de a lo mas nueve niimeros primos”.

Estos resultados estimularon el estudio de esta fascinante drea de la
matemadtica, como es la teorfa de niimeros, la que esté relacionada a la famosa
Hipdtesis de Riemann, una cuestién que permanece atin abierta.

e Una Aplicacién de la Matematica. A Eratéstenes se le recuerda
también por sus mediciones sobre el tamano de la Tierra; él asumia que estd
era redonda e hizo una simple pero genial observacién: vié que en el dfa del
solsticio (21 de junio, verano) el Sol a medio dia alumbraba directamente en
vertical el fondo de un profundo pozo en la localidad de Siena en tanto que al
mismo tiempo en Alejandria, situado a 800 Kms de Siena, el Sol proyectaba
una sombra con un dngulo de 7°

rayos solares

y de esta manera el arco (entre ambas localidades) sobre la superficie de
la Tierra subtiende un éngulo de 7° en el centro de la Tierra (ver figura
adjunta). Ahora Eratéstenes usa el teorema 33. Libro VI de los Elementos
que afirma: “la longitud de un arco es proporcional al angulo que él subtiende
en el centro de la circunferencia”.

De esta manera él concluye que la circunferencia de la Tierra es

360°
70

x 800 = 41, 000 Kms

y por tanto el radio de la Tierra es igual a 6,500 Kms.
Por otro lado, usando el trabajo de Aristarco, Eratéstenes fue capaz de
calcular el tamano de la Luna y del Sol.

En relacién al argumento dado antes, Cleomedes (un matematico de prob-
ablemente la primera mitad del siglo I, A.C.) en su obra “El Movimiento
Circular de los Cuerpos Celestes” nos dice ([NEW], Vol. 1; pag. 132):
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< El procedimiento de Posidonio acerca del tamano de la Tierra es éste. El
de Eratéstenes sigue un camino geométrico, y parece algo mds oscuro.
Sin embargo lo que él dice se hace claro si suponemos lo siguiente.
Suponemos, en primer lugar, que Siena y Alejandria estdan situados bajo
el mismo meridiano; en segundo lugar, que la distancia entre las dos
ciudades es de 5.000 estadios; y en tercer lugar, que los rayos enviados
por distintas partes del Sol a distintas partes de la Tierra son paralelos;
es asf como suponen los gedmetras que van las cosas.

En cuarto lugar, suponemos, como demuestran los geémetras, que las
lineas rectas que cortan a rectas paralelas forman dngulos alternos
iguales; en quinto lugar, que los arcos comprendidos en dngulos iguales
son semejantes, es decir, que tienen la misma proporcién y la mis-
ma razon a sus propios circulos; esto también estd demostrado por los
geémetras. En efecto, cuando los arcos estdn comprendidos en angulos
iguales, si uno cualquiera de ellos es una décima parte de su propio cir-
culo, todos los arcos restantes resultardn décimas partes de sus propios
circulos.

Quien domine esto comprenderd sin dificultad el método de Eratdstenes,
que es asi: Dice que Siena y Alejandria estédn bajo el mismo meridiano.
Puesto que los meridianos son circulos maximos en el Cosmos, es nece-
sario, por fuerza, que los que estdn debajo de éstos en la Tierra sean
también circulos maximos. Por lo tanto, la magnitud que muestre este
método para el circulo entre Alejandria y Siena, serd también la del
circulo méximo de la Tierra. Dice entonces, y asi es, que Siena esta
situada bajo el circulo del trépico de verano. Asi pues, cuando el Sol
estd en Cédncer y hace el solsticio de verano, estd exactamente en medio
del cielo, y necesariamente los gnomos de los relojes quedan sin sombra,
por estar el Sol exactamente en la vertical; se dice que esto sucede en
300 estadios de didmetro. En Alejandria, sin embargo, a la misma hora
los gnomos de los relojes proyectan sombra, porque estdn situados més
al norte que Siena. Puesto que las ciudades estdn situadas bajo el mis-
mo meridiano y circulo méximo, si trazamos un arco desde el extremo
de la sombra del gnomo hacia la base misma del gnomo del reloj de
Alejandria, este arco serd un segmento del circulo méximo del cuen-
co, puesto que el cuenco del reloj estd situado bajo el circulo maximo.
Si pues, a continuacién imaginamos dos rectas trazadas a través de la
Tierra desde cada uno de los gnomos se encontrardn en el centro de la
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misma. Como el reloj esta situado bajo el Sol, si imaginamos una recta
que vaya desde el Sol al extremo del gnomo del reloj, serd una linea rec-
ta que va desde el Sol hasta el centro de la Tierra. Si imaginamos otra
recta desde el extremo de la sombra del gnomo, a través del extremo
del gnomo, hacia el Sol, a partir del cuenco de Alejandria, ésta y la
recta anterior serdn paralelas, al conducir desde distintas partes del Sol
a distintas partes de la Tierra. A estas paralelas las corta la recta que
va desde el centro de la Tierra al gnomo de Alejandria, de modo que
los dngulos alternos son iguales. De éstos, uno estd en el centro de la
Tierra, formado por el encuentro de las rectas que van desde los relojes
al centro de la Tierra. El otro esta en la interseccién del extremo del
gnomo de Alejandria y la recta trazada desde la punta de la sombra al
Sol, por el punto en que roza el gnomo.

o

Medicion de la Tierra

Este dngulo comprende el arco que va desde el extremo mismo de la
sombra del gnomo hasta su base, y el del centro de la Tierra el arco
que va desde Siena a Alejandria. Ahora bien, los arcos son semejantes
entre si, porque estdn comprendidos por dngulos iguales. La razon,
pues, que tiene el del cuenco a su propio circulo, es la razén que tiene
también el que va de Siena a Alejandria. El del cuenco se encuentra
que mide una cincuentava parte del propio circulo. Necesariamente,
pues, la distancia entre Siena y Alejandria ha de ser una cincuentava
parte del circulo maximo de la Tierra. Y esta distancia es de 5.000
estadios. Por lo tanto, todo el circulo tiene 250.000 estadios. Y éste es
el procedimiento de Eratéstenes. >

Nota.
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La figura nos ayudard a comprender bien a Cleomedes. S es Siena y A
Alejandria; el centro de la Tierra es O. Los rayos del Sol en los dos lugares
estdn representados por lineas rectas. Si « es el dngulo formado por los rayos
del Sol con el gnomo del reloj de Alejandria (O A prolongado), el dngulo SO A
es también igual a «, o un cincuentavo de cuatro dngulos rectos. El arco SA
se sabe que mide 5.000 estadios, y se deduce que toda la circunferencia de la
Tierra ha de ser de 250.000 estadios.

e La Duplicacién del Cubo. Eratéstenes en una carta dirigida a Ptolomeo
III le expresa que se habia ocupado del problema de la duplicacién del cubo
pues le indica como construir dos medias proporcionales entre dos rectas

dadas y describe al mesalabio, un instrumento para la construccién préctica
del cubo doble. Veamos

< FEratéstenes a Ptolomeo, saludos !

Se cuenta que uno de los antiguos poetas tragicos hizo aparecer a Mino
en escena, en el acto de mandar construir un timulo para Glauco; y
que Mino, verificando que éste tenfa de cada lado cien piés de longi-
tud, dice: “pequeno espacio en verdad concediste al sepulcro de un rey;
duplicalo, conservandole siempre la forma cibica, quedaran inmediata-
mente duplicados todos los lados del sepulcro”. Ahora, es claro que él
se enganaba. De hecho, duplicando los lados de una figura plana, esta
queda cuadriplicada, y una figura sélida quedara octuplicada.

Entonces fue agitado entre los geémetras la cuestién de saber como
se podfa duplicar una dada figura sélida cualquiera, conservindole la
forma. Y este problema fue llamado duplicacién del cubo. Todos
quedaron dudosos, durante mucho tiempo, hasta que Hipdécrates de
Quios encontrd que “si entre dos lineas rectas, de las cuales la mayor sea
el doble de la menor, se inscribieran dos medias en proporcién continua,
el cubo quedara duplicado”; transladdndose, asi, una dificultad en otra
no menor.

Se narra también que, mas tarde, los Délios, llevados por el ordculo
a duplicar un cierto altar, cayeron también en la misma dificultad. Y
algunos embajadores vinieron a procurar a los gedmetras que convivian
con Platén en la Academia para los interesar a descubrir lo que les
era exigido. Estos ocupdronse del asunto con diligencia, y se dice que,
teniendo procurado inscribir dos medias entre dos rectas, Arquitas lo
resolvié con el semi-cilindro, y Eudoxo mediante lineas curvas.
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A esos geémetras le siguieron otros, que consiguieron tornar mas per-
fectas las demostraciones, pero no la construccién exceptuando tal vez
a Menecmo, y con gran trabajo. >

Pappus habla ain de otros escritos de Eratéstenes, titulado “sobre las
Proporciones”, pero no se indica su contenido. Escribié diversos trabajos,
algunos con muchos datos histéricos. Todo ello le valié el reconocimiento de
sus contemporaneos y de la posteridad.

Eratéstenes fué un erudito que consagré su vida al saber.

2.5. LA TRIGONOMETRIA
EN LA ANTIGUEDAD.

2.5.1. Consideraciones Generales.

La trigonometria evolucioné desde las antiguas culturas, como fueron la
egipta y la babilénica y en donde existen ciertos indicios de algunas ideas
primarias de lo que mas tarde serfa la trigonometria pero no se llegdé aun
a ideas trigonométricas precisas. La trigonometria primitiva fue el resultado
de un proceso de evolucién de ideas, como asi fue toda la matemética, que
surgieron en épocas remotas cuando el hombre, navegante por naturaleza,
observaba lo dnico que tenfa en los mares infinitos: el cielo y las estrellas.
En el firmamento se observaban distintas figuras geométricas, en particular,
tridngulos. El estudio natural de la razén entre los lados y los éngulos de un
triangulo fue alcanzando mayores niveles llegdndose a formularse tablas entre
dichas relaciones, en particular cuando estos tridngulos estan relacionados con
el circulo.

Los antiguos egipcios en la construccion de las pirdmides cuidaron de que
casi todas las caras formen un dngulo de 52° con la horizontal y asi, de al-
giin modo, utilizaban a la funcién cotangente. Por otro lado, en la tablilla
Plimpton 322, de los babilonios, aparece una tabla de cosecantes. (Ver 1.1.3.
(iii)). Los babilonios fueron astrénomos por excelencia y llegaron a acumu-
lar una considerable cantidad de datos astronémicos, los que servirian para
construir, poco a poco, a la trigonometria como una rama de la matemaética.

Con los griegos, la trigonometria alcanza un significativo progreso. Las
primeras ideas se remontan al matematico Tales (de Mileto), quién observé
que un tridngulo queda determinado si conocemos su base y sus dangulos en
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ella. Como buen astrénomo, dedujo que saber medir dngulos es algo esen-
cial en muchas investigaciones del mundo fisico, como lo es por ejemplo la
astronomia. Los griegos sabfan que si se conocen los dngulos de un tridn-
gulo, se conoce entonces la proporcionalidad de sus lados. Atin cuando los
Elementos de Euclides estd dedicado a la geometria y a la aritmética, en
ciertas proposiciones aparecen el seno y el coseno de algunos dngulos. Mas
anteriormente, como hemos mencionado, en el papiro de Rhind existen prob-
lemas que consideran a la cotangente de un dngulo diedro de la base de una
pirdmide. La astronomia motivé el surgimiento de la trigonometria esférica.
Recordemos que en el teorema de la “cuerda rota” (2.2.6), Arquimedes llega
a establecer, en forma equivalente, a la férmula trigonométrica:

sen (xr — y) =senx cosy — Seny cos .

La trigonometria adquiere con Hiparco de Nicea, Menelao de Alejandria
y Claudio Ptolomeo una gran madurez en relacién a sus predecesores. El
trabajo de estos matemadticos fue motivado por el deseo de construir una
astronomia cuantitativa que pueda predecir las posiciones y trayectorias de
las estrellas. En realidad se trataba mas de una trigonometria esférica hecha
en base a una geometria esférica. Sobre este tipo de geometria algo escribié
FEuclides. A Hiparco se le considera como el fundador de la trigonometria.

2.5.2. La Trigonometria en la Antigua Grecia.

Veamos ahora algunos matemaéticos a quienes les debemos el impulso de
la trigonometria en aquella época. A través de sus obras veremos algunos
aspectos alcanzados sobre trigonometria en su relacién con la geometria y
con la astronomfa.

e Aristarco de Samos.

Este ilustre astrénomo fue ya presentado en 2.1; en esta oportunidad
vamos a complementar lo expuesto en esa oportunidad. Segiin Arquimedes y
Plutarco, Aristarco propuso un sistema heliocéntrico e hizo notables estudios
sobre la Tierra (T), el Sol (S) y la Luna (L); lamentablemente sus obras se
perdieron. Ya hemos mencionado que cuando la Luna estd “medio llena”, el
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angulo

T

S LT es practicamente un angulo recto; es decir, en el lenguaje trigonométrico

se tiene sen S = — . Via argumentos experimentales se calcula que el dangulo
LST mide 3° y de esta manera el dngulo LTS mide 87°. En esa época no
se conocfan las tablas trigonométricas y era complejo determinar el valor
de sen 3°, cuyo conocimiento hubiera sido titil para establecer una relacion
entre la distancia de la Tierra a la Luna con la distancia de la Tierra al
Sol; afortunadamente se conocfa un teorema geométrico que traducido a la
trigonometria dice:

sen « tg «

<2<28% (+)
BotgB T

< 81 0° < B < a<90° entonces
sen [

1
resultado que fue usado por Aristarco para concluir que 20 < send° < 8

y asi proclamar que “el Sol estd mas de 18 veces, pero menos que 20 veces,
mas alejado de la Tierra que la Luna”. (Ver 2.1).

Nota. En su obra “Sobre los Tamanos y Distancias del Sol y la Luna”,
Aristarco usa las desigualdades (+).

Via la observacion de eclipses de Luna, los astrénomos de aquellos tiempos
dedujeron diversas conjeturas matemaéticas, con muy buenas aproximaciones.
Aristarco fue un agudo pensador y meticuloso en sus observaciones. Asi, si
R,, Rry Ry son los radios del Sol, de la Tierra y de la Luna respectivamente,
¢l llega a la interesante conclusion,

L 108 _Rr 60 19 Ry _43
3 SR, 19 Y 3 Ry 06 7

La trigonometria debe a Eratéstenes sus notables mediciones astronémi-
cas, las que motivaron nuevas ideas rumbo a una nueva area de la matemaética.
Ver 2.4.2.
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e Hiparco de Nicea [180 - 125 A.C.].

Por un perfodo de al menos dos siglos y medio, los geémetras griegos se
dedicaron a estudiar las relaciones entre rectas y circunferencias, obteniendo
resultados que fueron aplicados a diversos problemas astronémicos. A Hipar-
co de Nicea, quien fue un notable astrénomo, se le atribuye la construccién
de la primera tabla trigonométrica y por ello, él es conocido como “el padre
de la trigonometria”. En la construccién de su tabla, Hiparco usé férmulas
que podrian corresponder a

x
sen (x + y) = senx cosy £ cosxseny y 2 sen? (§> =1-—cosz.

Hiparco vivié en Rodas y estuvo relacionado con la Universidad de Ale-
jandria (161 - 126). Segtin Te6n, Hiparco escribié una obra de 12 libros sobre
el célculo de las cuerdas en un circulo, obra que lamentablemente se perdié.
Como astrénomo se le atribuye, entre otras contribuciones, la determinacién
de la inclinacién de la ecliptica y también el estudio de las irregularidades
del movimiento de la Luna. Como matemdtico, su trabajo sobre las cuer-
das influyé en el uso del circulo de 360° y sus divisiones; se conjetura que
fue Hipsicles (£180 A.C.) quien introdujo la divisién del circulo en 360°. Por
otro lado, se sabe que Hiparco propuso localizar los puntos sobre la superficie
de la Tierra via latitudes y longitudes. El fue un precursor de lo que ahora
llamamos “proyeccién estereogréfica”.

Hiparco organizé un catdlogo de 1022 estrellas fijas, el que sirvié de base
para que Ptolomeo organizara el suyo; también hizo una importante rectifi-
cacion al valor de la duracién del ano. A Hiparco se le atribuye la primera
de las tablas de cuerda de arco, las que han de permitir el desarrollo de
la trigonometria en la Antiguedad pues con ellas y la geometria plana (en
especial el teorema de Pitdgoras) fue posible resolver problemas relativos a
la nueva drea matematica.

e Menelao de Alejandria [+100 D.C.].

A este gedmetra griego se le considera como el fundador de la trigonometria
esférica por sus importantes trabajos sobre el tridngulo esférico. Como sucedié
con muchos de sus contemporéneos, varias de sus obras se perdieron. Menelao
escribié unos “Elementos de Geometria”; de su obra “Esférica” se preservan
tres libros (en versién drabe). En el Libro I se define por primera vez al
triangulo esférico; la idea de Menelao es establecer para el tridngulo esférico
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muchas proposiciones que Fuclides dié para el tridngulo plano. En el caso es-
férico sucede que se tiene: “dos tridngulos esféricos son congruentes si tienen
sus dngulos correspondientes iguales”, (lo que no sucede en el caso plano).
Ademis, se establece que la suma de los dngulos de un tridngulo esférico
es mayor que dos dngulos rectos. En el Libro II se encuentran teoremas de
interés para la astronomia. El Libro III contiene el conocido “teorema de
Menelao”:

< sl una transversal intersecta los lados BC, C Ay AB de un tridngulo

AN BL CM
ABC enl tos L, My N ti te, ent NB LC
; C>’>en os puntos L, y IV respectivamente, entonces NB LC MA

1=

Menelao establece un andlogo resultado para los tridngulos esféricos.

Menelao fue un notable astrénomo y se sabe que escribié varias obras
sobre astronomfia; escribié su obra: “Sobre el célculo de las rectas inscritas
en un circulo”. Escribié también sobre hidrostédtica y diversos escritos sobre
geometria.

Veamos algunas ideas sobre la trigonometria esférica de Menelao. Sea el
tridngulo esférico ABC' (figura (*)) y cualquier gran circulo que corta los
lados del tridngulo (alargado donde sea necesario). Menelao entendia el seno
de un arco, por ejemplo, (o el seno del correspondiente dngulo central en el
centro de la esfera) como la cuerda del doble del arco AB. Con la actual
nocion de seno, el “Teorema de Menelao” se traduce por

sen PiA.sen P, B.sen P3C' = sen P;C.sen P, A.sen P3B,
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resultado que fue probado por Menelao.

figura (*)

En el Libro IIT también aparece el siguiente teorema. Remarcamos previ-
amente que el arco a es el arco opuesto al &ngulo A en el tridngulo ABC. Se
tiene:

< Si ABC y A'’B'C” son dos tridangulos esféricos ysi A=Ay C =C"6
senc  senc

C' es suplementario a C’, entonces = p
sena  sena

También en el Libro III se prueba el siguiente resultado:

o

figura (* *)

< Si cuatro grandes arcos circulares parten de un punto O y ABCD y
A'B'C'D’ son grandes circulos cortando a aquellos cuatro, entonces

(figura (**))

sen AD sen BC _sen A'D" sen B'C’
sen DC' " sen AB  sen D'C’ ~ sen A'B’

>
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Veamos atin los siguientes argumentos geométricos considerados por Menelao
y sus contemporaneos. Observando la figura (4), actualmente dirfamos que

“la cuerda AB es el
A N\ B

figura (+)

doble del seno de la mitad del angulo AOB, multiplicado por el radio del
circulo”. Sin embargo, para Menelao, y su entorno, AB es simplemente la
cuerda correspondiente al arco AB.

Sea BOB' un didmetro de un circulo (figura (++)). Entonces “la cuerda
ADB’ es el doble del coseno de la mitad del angulo AO B, multiplicado por el

radio del circulo”.
A N\ B

Bl
figura (++)

Figura (++)

Por otro lado, por el teorema de Pitdgoras, AB? + AB"? = 472, lo que es
equivalente a
(2rsen 6)” + (2r cos 0)* = 4r”

sen? + cos’f =1,

una identidad que posiblemente obtuvo Menelao y capaz fue conocida por
Hiparco; atin mas, se conjetura que también conocfan otras identidades trigonométri-
cas, como ya hemos insinuado anteriormente.

En la obra de Menelao se encuentran los dos siguientes resultados.



2.5. LA TRIGONOMETRIA EN LA ANTIGUEDAD. 325

< En un circulo de centro O, si una cuerda AB se corta por un radio OD
en un punto C', entonces se tiene

AC _sen AAD S
CB sen DAB

< Si la prolongacién de la cuerda AB corta a la prolongacion del

A

radio OD’ en C’, entonces se tiene

AC"  sen AD' S
/ - ~
BC sen BD'

Nota. Menelao no prueba estos dos resultados porque, capaz, ya eran cono-
cidos y estén en la obra de Hiparco.

La gran obra matemadtica y astronémica de Menelao sirvié de base para
el trabajo de Claudio Ptolomeo, quien ha de impulsar significativamente al
progreso de la trigonometria y de la matemética en general.

e Claudio Ptolomeo ([+85 A.C. - 165 D.C.]).

Fue un astrénomo que pertenecié a la Universidad de Alejandria en el
periodo 125 - 160 de nuestra era. Se conjetura que fue natural de Ptolemaida,
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en Egipto; sus contemporéneos lo llamaron “el sublime y divino”. Fue un gran
observador y calculador como lo testimonia su famosa obra, la “Composicién”
o “Sintaxis Matematica”, que con el tiempo los drabes lo conocieron con el
nombre de “Almagesto”, que significa < el mayor>>. Este trabajo es una
obra por excelencia y consta de 13 libros; fue traducida al latin en 1175. El
Almagesto es para la astronomia lo que es “Los Elementos” de Euclides para
la matemaética. Esta obra sirvié de base para el estudio de la astronomia por
un buen tiempo, hasta finales de la Edad Media.

Para su obra astronémica, Ptolomeo utilizé los dados numéricos y los
célculos de Hiparco y de sus sucesores inmediatos, a lo que unié sus obser-
vaciones hechas en Alejandria entre 123 y 151. Segin Laplace, la Sintaxis es
“uno de los mas preciosos monumentos de la Antiguedad”. Solo los trabajos
de Copérnico y de Kepler, hechos muchos siglos después, puso fin a la in-
fluencia de tan apreciada obra, surgiendo asi la astronomia moderna. En el
Almagesto se encuentran unas interesantes y ttiles tablas trigonométricas,
asi como también una explicacién de los métodos usados en su construccién.
.Hasta que punto estas tablas fueron extraidas de las tablas de Hiparco?
En todo caso, Ptolomeo hizo un aporte fundamental al progreso de la as-
tronomfa. Dividié a la circunferencia en 360° y al didmetro en 120 partes;
cada parte en minutos, cada minuto en segundos. Ptolomeo admitié la razon:

circunferencia o)
— =38 307,
didmetro
asi llega a establecer que m = 3+ —+ — , lo que proporciona: 7 = 3,14166.

60 602’
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En la elaboracion de su tabla de cuerdas de arco, Ptolomeo introduce una
“métrica” que le sirve de sustento, la cual es obtenida de la construccion del
lado del pentdgono y del lado del decdgono inscritos en un circulo de radio
r. El considera r = 60 partes y extrae ciertas raices cuadradas para obtener

cuerda 36° = 377,4' 55" y cuerda 72° = 707 32'.3" .

Estos valores se obtienen observdndose que se tiene, para el primer caso,
5 rr o
l5:\/m y l10: 7’2+Z—§a

3 60
lip = 1 602 — 5= V4500 — 30 = 677,4" 55" — 307 = 377 4’ 55".

luego

Ptolomeo calcula otras cuerdas. Para ello veamos lo que €l nos dice en el
Libro I del Almagesto:

< Para facilitar la tarea préctica construiremos una tabla de estos seg-
mentos, dividiendo la circunferencia en 360 partes, tomando los arcos
de medio grado en medio grado y dando para cada arco el valor de
la cuerda respectiva suponiendo dividido el didmetro en 120 partes. El
uso demostrard que estos numeros son los mds comodos. Ante todo,
demostraremos que con un cierto nimero, el menor posible, de teore-
mas, y siempre los mismos, se podrd componer un método general y
rdpido para encontrar aquellos valores. No nos limitaremos a presen-
tar tablas con esos valores, sino haremos conocer la teoria para facili-
tar la manera de encontrarlos y verificarlos, exponiendo su método de
construccién. Para evitar las fracciones utilizaremos la divisién sexa-
gesimal, y en las multiplicaciones y divisiones tomaremos siempre los
valores mas aproximados, de manera que no obstante lo que desprecia-
remos los resultados serdn sensiblemente exactos > .

Es asi como para construir su tabla, Ptolomeo considera los poligonos reg-
ulares de 3, 4, 5, 6, 10 lados, cuyos lados dan las cuerdas de 36°, 60°, 72°, 90°
y 120°. Anteriormente hemos visto las cuerdas de 36° y 72°. El siguiente re-
sultado, conocido como el “Teorema de Ptolomeo”, es 1itil para el calculo de
cuerdas.
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Teorema de Ptolomeo. Sea ABC'D un cuadrildtero inscrito en un circulo
y sean las diagonales AC' y BD. Entonces se tiene:

AC x BD = AB x CD + AD x BC.

Prueba.
Constriyese el dngulo ABFE igual al dngulo DBC'. Luego, el dngulo ABD
es igual al 4ngulo C'BE; también son iguales los éngulos BDA y BC'E (ambos

tienen por medida la mitad del arco AB). Entonces los tridngulos ABD y
EBC son semejantes y se tiene: BC' x AD = CE x BD.

También el dngulo BAC es igual al dngulo BDC' y entonces son seme-
jantes los tridngulos ABC'y DBC'. Luego, ABxCD = AEx BD. Finalmente,

sumando miembro a miembro,

ABxCD+ BC x AD = AExBD+CE x BD
= (AE+CE)x BD
= AC x BD.

Calculo del Valor de 7 via el Teorema de Ptolomeo.

Sea el semi-circulo de didmetro AD y sean conocidas las cuerdas AB
y AC; y por tanto (por Pitdgoras) son conocidas también las cuerdas BD
y CD. Utilizando el teorema de Ptolomeo se obtiene la longitud de arco

diferencia BC = AC — AB. En efecto, (despejando)

cuerda BC' x 2R = cuerda AC'x cuerda (180° — AB)
[*]
— cuerda ABx cuerda (180° — AC).
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Nota. Si AC =2a, AB=2by R =1, [*] nos dice

(2a —2b),2 = 2a(m—2b) —2b(m — 2a)
_ 2a(2%—2b>—2b(2g—2a),

de donde se obtiene la conocida férmula trigonométrica

sen (a — b) = sena.cosb —senb.cosa .

Ptolomeo llegé también a la siguiente relacién:

1
cuerda 7°% = 2R . 5 [2R — cuerda (180° — 2x)] [*¥]

1 — cos2z
la que es equivalente a la conocida identidad: sen? z = ———

De la relacién [*], Ptolomeo, conociendo las cuerdas de 72° y 60°, calcula
la cuerda (diferencia) de 12°, asi como también de otras cuerdas diferencias.
La férmula [**] le permite calcular las cuerdas de 6°, 3°, 1°,30" y 0°,45'. Asi

también, en base a argumentos geométricos, Ptolomeo formula las desigual-

dades
cuerda 1°,30"  cuerda 1°  cuerda 0°,45

< <
1°,30 1° 0°45

de donde 5 A
3 cuerda 1°,30" < cuerda 1° < 3 cuerda 0°,45"

Yy como se conocen

cuerda 1°,30" = 17,34',15"
cuerda 0°45 = 0P 478",
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llega a establecer el valor de la cuerda de 1°, con una aproximacién superior

a 60 del radio, cuerda 1° = 17,2",50".
Con este valor de la cuerda 1°, Ptolomeo (usando su teorema) puede

calcular el valor de todas las otras cuerdas; asi, partiendo del valor de la
cuerda de medio grado, va creciendo sucesivamente de medio grado en medio
grado. Ademds, si se toma

arc 1° = cuerda 1° = 17,2’ 50"
se obtendra (el objetivo deseado: el valor de )

360 (17,2/,50")

= 3,14166...
" 1200 ’
Este valor de 7 es adoptado por Ptolomeo, diciendo que 7 es igual a
3r.8.30", esto es, 3+ &0 + 6027 lo que expresa la relacién entre la circun-

ferencia y el didmetro. Débese remarcar que Ptolomeo no explica como llega

a este valor; solo menciona que el valor de 7 estd comprendido entre 3? y

10 . . .
3ﬁ, estimativa que ya habfa sido encontrada por Arquimedes.
Debemos remarcar que via los argumentos hechos por Ptolomeo, también

se puede llegar a las actuales identidades trigonométricas

sen (a + b) = senacosb + cosasenb

cos (a = b) = cosacosb F senasenb,

férmulas que, a veces, se les conocen como las “férmulas de Ptolomeo”. Atin
mas, Ptolomeo formula el siguiente resultado,

Teorema. “Dados dos arcos desiguales, ambos menores que un recto, la
razén entre el arco mayor y el menor, es mayor que la razon entre las cuerdas

respectivas”.
sen x

En el contexto actual, este resultado nos dice que la funcién es una

x
funcién decreciente en el primer cuadrante; débese remarcar que este teorema

ya era conocido por Arquimedes y por Aristarco. Este teorema fue probado
por Ptolomeo. De algiin modo este resultado estd en la linea de lo presentado
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anteriormente. Lo importante es que los teoremas usados por Ptolomeo en la
construccién de las “tablas de cuerdas” encierran las principales relaciones
de las funciones circulares que se usan en la trigonometria.

En orientacién similar estd el llamado “Teorema de Menelao” pues mien-
tras el teorema de Ptolomeo permite hallar relaciones trigonométricas planas,
el de Menelao satisface el mismo papel en la esfera. Es natural que Ptolomeo
trabaje con tridngulos esféricos en sus investigaciones astronémicos y sea
la trigonometria esférica una necesidad para él. Ptolomeo prueba el lla-
mado: Teorema de Menelao: < Si se cortan dos rectas AB y AC con

otras dos rectas C'D y BE, que se interceptan en F', entonces se tiene
CA CD FB

AE _DF BE

B

Ptolomeo ain, usando (*), obtiene otras relaciones respecto al tridngulo
ACD, que es cortado por la transversal BF' E, que en el lenguaje del tridn-
gulo esférico AC'D, cortado por un arco de circulo maximo BF E, obtiene el
teorema de Menelao para la esfera:

senCE B senCF senDB
sen FA  sen DF ~sen BA

Con esta relacion, Ptolomeo resuelve diferentes problemas en relacién con
los triangulos esféricos.

En el Libro IT del Almagesto, Ptolomeo indica las zonas en que el cielo es
dividido y estudia el movimiento de los astros durante el dfa. En el Libro III
estudia la teorfa del Sol siguiendo las ideas de Hiparco. En el IV trata la teoria
de la Luna en donde realiza interesantes contribuciones; postula que la Luna
se mueve seguin una trayectoria que corresponde a un epiciclo. En el Libro V,
este notable astronomo - matematico describe a los instrumentos necesarios
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para las observaciones astronémicas. En los Libros VI a VIII construye un
catédlogo de las estrellas y una teoria de los planetas (Mercurio, Venus, Marte,
Jupiter y Saturno).

Con el devenir de los siglos, el sistema “Cosmogoénico” de Ptolomeo fue
sometido a rigurosas criticas, como el realizado por Copérnico (1473 - 1543),
quien preparé el camino para los célebres trabajos de Kepler y de Newton.
Sin embargo, los trabajos realizados por los sabios de la Antiguedad, Apolo-
nio, Hiparco y Ptolomeo, fueron de un valor extraordinario considerando las
condiciones en que trabajaron en aquellos lejanos tiempos. Al respecto se
llegé a decir:

< La Tierra, inmovil en el centro del Mundo, en nada interviene en la di-
reccién del movimiento general, al paso que el Sol, con cuyos movimien-
tos todo se relacionaba, conducia en torno de él al cortejo de los plane-
tas, empujando gallardamente las redes, que, después de pasar sobre los
centros de los epiciclos como sobre roldanas, se tornaban en seguidas
paralelas entre si > .

En conclusién: Le debemos a Ptolomeo, por su obra matemédtica y as-
tronémica, los progresos necesarios para que la ciencia del cosmos tuviera
las motivaciones de lograr nuevas conquistas. El, junto con Hiparco, ocupan
un sitial de honor en la astronomia de la Antiguedad; ellos son los represen-
tantes de alto nivel a que lleg6 la gloriosa Escuela de Alejandria, un faro que
iluminarfa ain por muchos siglos més !

2.6. ULTIMOS APORTES. EL FINAL DE
UNA GRAN CULTURA.

2.6.1. Generalidades.

De un modo global, el perfodo histérico de la matemaética griega va des-
de los anos 600's A.C. (época de Tales de Mileto) hasta los anos 600's D.C.
en que se produjo el incendio de la tltima biblioteca de Alejandria. Es un
perfodo promedio de mil anos de produccién matemaética, con etapas de
altfsimo nivel cientifico, y otros de declive con algunos resurgimientos ais-
lados. Si bien en los ltimos cuatro siglos no hubieron matematicos de la
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categoria de los maestros Euclides, Arquimedes y Apolonio entre otros, si ex-
istieron pensadores que aportaron resultados importantes para el desarrollo
de la matemadtica. Quizds, el mayor aporte de los tltimos matematicos de la
Epopeya Griega sea el que algunos de ellos escribieran sobre los trabajos de
sus predecesores (lamentablemente algunos de tales trabajos se perdieron)
y gracias a estos esfuerzos es que ahora conozcamos gran parte de lo que
ocurri6 en la Antiguedad respecto a la matemédtica y a la astronomia.

Al iniciarse nuestra Era Cristiana, la matematica griega va perdiendo su
explendor y entra en una etapa de decadencia pero aiin han de surgir algunos
matemadticos que aportaron algo a lo hecho por sus ilustres antecesores; ya
no han de aparecer figuras creadoras del nivel de Arquimedes o de Apolo-
nio, por ejemplo. La mayoria de los nuevos personajes fueron comentadores,
glosadores y epigonos, es decir, siguieron las huellas de lo hecho por sus an-
tecesores. Sin embargo, es justo reconocer que algunos resultados producidos
en este periodo fueron importantes en la evolucién de la matemética, como
fue el aporte de Diofanto de Alejandria en el dlgebra.

2.6.2. Nicémaco de Gerosa (Aproximadamente 50 -
110 D.C.)

Nicémaco fue un judio y un filésofo neo - pitagérico que vivié cerca de
Jerusalén; se dedicé también a la muisica. Se conoce muy poco de su vida.
Pappus lo llamaba “el pitagérico”. Su mas conocida obra es la “Introduc-
cién Aritmética”, en donde nos hace conocer lo que los griegos conocian de
aritmética. Su libro sirvié, durante toda la Edad Media, como texto para la
ensenanza de la aritmética.

La “Introduccién Aritmética” consta de dos libros. En el Libro I, Nicé-
maco considera algunos aspectos filoséficos relacionados con la matemadtica;
luego pasa a definir al nimero y sigue una clasificacién de los nimeros en
pares e impares (lo usual en aquella época), asi como en primos y com-
puestos; cuenta los primeros nimeros primos usando la criba de Eratdstenes.
Fundamentalmente, ¢l recoge lo ya hecho por sus predecesores pero hizo al-
gunas contribuciones propias. En el Libro II, de inicio trata con sucesiones de
nimeros; considera una progresiéon geométrica cuyo término general es de la
forma u, =", n=0,1,2,3,... , luego pasa a la progresiéon geométrica cuyo
término general es v, = r" ' 4+ 1" n =1,2,3, ... . Luego pasa a la progre-
si6n geométrica con término general w,, = (r" 2 + "7 1) 4+ (r" L + ") n =
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2.3.4, ... asi continda sucesivamente. Observemos que siempre se tiene
) ) ) )
Up r? 4 el 1 r+1
—_ — _— = 1 _|._ _ = ,
U, rm T T
W, Pl ppnel gpn=2 r+1
U rn=1 4 pn r

Nicémaco considera también a los nimeros poligonales, repitiendo diver-
sas aseveraciones de los Pitagéricos (estos nimeros ya habian sido conocidos
por Hipsicles (180 A.C.), segin Diofanto). Nicémaco observa que la suma
de dos nimeros triangulares consecutivos es un niimero cuadrado, y recipro-
camente (ver 1.2.2 (ii)). Asi,

—1
(n=n )
2 2
Observa que el nimero poligonal de orden n y (d 4 2) lados es igual al nimero

poligonal de orden n y (d 4 1) lados mas el nimero triangular de orden n — 1;
esto es,

2+ (n—-1)(d-1) nn—1) 24+ n-1)d

n + = n.
2 2 2
Nicémaco descubre la interesante propiedad: si escribimos la sucesion de
nimeros impares 1,3,5,7,9,11,13,15,--- entonces el primero es el cubo de

1, la suma de los dos siguientes es el cubo de 2; la suma de los siguientes
tres nimeros es el cubo de 3 y asi sucesivamente. En forma mas sugestiva
pongamos

13 15 17 19

Entonces se tiene 1 =13, 3+5=8=2% 74+9+11=27=3% ... (suma
de los elementos de la fila n) = n3, ---

El también nos proporciona cuatro nimeros perfectos: 6, 28,496 y 2128;
reitera la férmula de Euclides para niimeros perfectos. Luego pasa a consid-
erar los nimeros sélidos, en particular a los nimeros piramidales de cualquier

base.
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Posiblemente la “Introduccién Aritmética” (ver [BOY], pag. 238) fue con-
cebida como un manual que deba contener a los elementos esenciales de la
matematica para entender a la filosoffa pitagérica y a la platénica. En este
sentido, Nicémaco fue imitado por muchos escritores en la posteridad.

2.6.3. Diofanto de Alejandria. (Aproximadamente fines
del Siglo III, D.C.)

Poco se sabe sobre la vida de Diofanto asi como de su nacionalidad; se
le ubica de que vivi6 a fines del siglo III de nuestra Era. Segin un proble-
ma algebraico vivié hasta los 84 anos. Estudié en Alejandria donde fue un
reconocido maestro de la matemética, mas exactamente del naciente dlge-
bra. Por el ano 250 D.C., los cristianos eran ejecutados por negarse a creer
en dioses paganos; en Roma se predicaba el Platonismo y por esta época
Diofanto trabajaba en su famosa obra “Aritmética”. Se conjetura la posi-
bilidad de que Diofanto haya sido cristiano. Diofanto escribié tres trabajos:
(i) la “Aritmética”, en trece libros, de los cuales heredamos seis; (ii) “Sobre
los Numeros Poligonales”, del que se tiene solo algunos fragmentos, y (iii)
“Porismas”, obra que se perdio.

La “Aritmética” estd divorciada de los métodos geométricos de sus ante-
cesores; ella representa una nueva tendencia con planteamientos diferentes.
El tuvo una gran importancia en el desarrollo del 4lgebra e influy6 en el tra-
bajo de los futuros algebristas europeos; por esta asociacién, a Diofanto se
le conoce como el “Padre del Algebra”, pero a decir de algunos historiadores
del algebra esto no es muy exacto ya que sus obras no son un estricto desar-
rollo del &lgebra. En sus trabajos, ¢l emplea algunas abreviaturas pero ello
no es una simbolizacién completa, como se usa en el dlgebra actual, pero si
hay algin avance con respecto a la etapa retérica en que los problemas se
escribfan con palabras usuales.

Mencionemos algunos problemas que aparecen en la Aritmética. (Ver

[COL], vol. I).

Problema 1. Dividir un nimero dado en dos partes, cuya diferencia sea
dada. Sean 100 el nimero y 40 la diferencia.
Solucion. Sea z el menor de los nimeros. Se tiene 2x + 40 = 100, de donde
x = 30.

Luego, los nimeros buscados son 70 y 30. En realidad Diofanto dice:
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“ si x es el menor nimero y D es la diferencia, el mayor serd x+ D; luego,

r4+x+D =95, estoes, 2r+ D = S. Luego, el menor nimero es
S—D
5 )

y el mayor es D +
|

Este problema se encuentra en el Libro I; también se encuentran en este
libro las siguientes cuestiones.

Problema 7. De algiin nimero requerido substraer dos nimeros dados tal
que los restos tengan el uno al otro una razén dada.
Solucién.
Sean los nimeros 100, 20 y la razén 3 : 1. Nimero requerido x.
Luego = — 20 = 3 (z — 100), de donde z = 140.
[ |

Problema 19. Encontrar cuatro niimeros de modo que la suma de tres de
ellos exceda al cuarto en un nimero dado.

Condicién Necesaria: la mitad de la suma de las cuatro diferencias dadas
debe ser mayor que cada una de ellas. Sean las diferencias 20, 30, 40 y 50.
Solucién.

2z es la suma de los nimeros buscados. Luego los niimeros son

r—15 x—20 T — 25 y x — 10.

Ademis, 4x — 70 = 2z, de donde x = 35. Por tanto, los nimeros son: 20, 15,
10 y 25.
[ |

Problema 27. Encontrar dos niimeros tal que su suma y su producto sean
nimeros dados.
Solucién.

Condicién Necesaria: el cuadrado de la mitad de la suma debe exceder
el producto por un nimero cuadrado. Demos la suma 20, demos el producto
96.

2z la diferencia de los niimeros requeridos.

Luego los nimeros son 10 4+ x, 10 — .

Entonces, 100 — 22 = 96. Luego, x = 2. Y los ntimeros requeridos son 12,
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Problema 39. Dados dos nidmeros, encontrar otro tal que las sumas de
los distintos pares, multiplicadas por el tercer niimero, proporcionen tres
nimeros en progresion aritmética. Nimeros dados: 3 y 5; nimero buscado:
x.
Solucion.

Los tres productos son 3z + 15, bx 4+ 15 y 8.

3z + 15 es el término medio o el menor de los tres, y 5x + 15 es el mayor
o el término medio. Se tienen los casos:

e 5x+15 es el mayor, 32+ 15 el menor. Luego, 5x+15+3x+15 = 2 (8x),

1
de donde, z = —5 .
4
e 5x+15 es el mayor, 3x+15 el término medio. Asi, (5x + 15)—(3z + 15) =

1
(3x 4+ 15) — 8x; de donde, x = 75 .

e 8z es el mayor, 3x + 15 el menor; entonces, 8z + 3x + 15 = 2 (5z + 15);
de donde, z = 15.

Diofanto considera también, en los otros libros (II-VI) ecuaciones inde-
terminadas de segundo grado (o grado superior) con dos o mas incégnitas.
Veamos algunos problemas.

Problema 8. (Libro II). Dividir un nimero cuadrado dado en dos cuadrados.
Solucion.

Diofanto toma 16 como el nimero cuadrado dado; se requiere dividir 16
en dos cuadrados. Sea z? el primer cuadrado, el otro serd 16 —22. Se desea que
16 — 22 sea un nimero cuadrado. Diofanto hace el siguiente argumento. Toma
un cuadrado de la forma (mx — 4)2, donde m es cualquier niimero entero y
4 es la raiz cuadrada de 16. Por ejemplo, sea el lado (del cuadrado) igual a
22 — 4; el cuadrado serd 42 — 162 + 16. Lue%;g, 42% — 162 + 16 = 16 — 22, de

donde 522 — 162 = 0 y de esta manera x = — .

256 144 400
De esta manera, un nimero serd o5 y el otro 25 y Su suma es 55 o}

16, y cada uno es un cuadrado.
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5 5
en general, surge la cuestién de separar un cuadrado dado en dos cuadrados

(22 = 2% + 9?), que es precisamente el problema 8. Pierre de Fermat (1601-
1665), respecto de este problema considera la generalizacién siguiente: 2z =
™ +y™, m entero positivo (m > 2). Al respecto escribi6 en un trabajo sobre
Diofanto:

16\° [12)°
Nota. Segiin el argumento de Diofanto, se tiene (4)° = (—> + <—) . Asi,

< Por otro lado es imposible separar un cubo en dos cubos, o un bicuadra-
do en dos bicuadrados, o en general, cualquier potencia excepto un
cuadrado, en dos potencias con el mismo exponente. Yo he descubierto
una maravillosa demostracion de esto, sin embargo al margen de este
papel no es suficientemente grande para contenerlo > .

Esto constituye el famoso “iltimo teorema de Fermat”, el que re-
cién pudo ser demostrado en la década de los 1990's. Sobre este problema
trataremos oportunamente en el futuro.

Problema 9. (Libro II). Dividir un nimero dado, el cual es la suma de dos
cuadrados, en otros dos cuadrados.
Solucién.

Dados a y b racionales, se trata de encontrar una solucién racional no-
trivial de 22 + 3? = a? + b?. Diofanto toma el caso especial: a = 2 y b = 3,
y hace el siguiente argumento: toma (x + 2)2 como el primer cuadrado y
(ma — 3)* como el segundo cuadrado, digamos (2 — 3)°. Luego,

(x2+4m+4)+(4x2+9—12x) =13,

8
esto es, 5% — 8x 4+ 13 = 13, de donde z = 5 Luego los cuadrados requeridos

Problema 20. (Libro II). Encontrar dos mimeros de manera que el cuadrado
de uno sumado al otro dé un cuadrado.
Solucién. Sean = y 2z + 1 que, por su forma, satisfacen una condicién.

La otra condicién es: 422 4 5z 4 1 = cuadrado = (2z — 2)°.
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. 3 s 319
= — numer: n — — .
uego 13 , ¥ 10S numeros so 13 y 13

Problema 28. (Libro II). Encontrar dos nimeros cuadrados tales que su
producto mas uno de ellos, es un nimero cuadrado.

R . 3N° (7N a9 49 9
Solucién. Diofanto obtiene (Z) y <ﬂ) . [Asi se tiene, 6 %+1_6 =
25 2]
32) "

Problema 6. (Libro III). Encontrar tres nimeros tales que la suma de todos
es un cuadrado y la suma de dos cualquiera de ellos también es un cuadrado.
Solucién. Diofanto encuentra que los tres niimeros son 80, 320 y 41.

Problema 7. (Libro III). Encuentre tres nimeros en progresién aritmética
sabiendo que la suma de dos cualquiera de ellos es un cuadrado.
Solucién. Diofanto encuentra que los tres nimeros son

1205 , 8405 y 15603 . e

Problema 9. (Libro III). Dado un niimero, encontrar otras tres de manera
que la suma de dos cualesquiera de ellos menos el nimero dado sea un cuadra-
do, y que sea también un cuadrado la suma de los tres menos el niimero dado.
Sea 3 el mimero dado.

Solucion.

Supongamos que el primero de los mimeros buscados mas el segundo es
igual a 22 + 3, el segundo + el tercero = x? + 2z + 4, la suma de los tres
=22 +4x + 7.

Luego, el tercero = 4x + 4, el segundo = x? — 2z, el primero = 2z + 3.
Finalmente, el primero + el tercero —3 = 6x 4+ 4 = un cuadrado = 64.

De esta manera, x = 10, 23, 80 y 44 es una solucién.

|

Problema 10. (Libro III). Encontrar tres nimeros tal que el producto de
cualquier par de ellos, agregado a un nimero dado, d4 un cuadrado.
Solucién.
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Sea 12 el numero dado. Tomemos un cuadrado (digamos 25) y sub-
strayamos 12. Tomemos la diferencia (13) por el producto de los nimeros

primero y segundo, y sean esos nimeros 13x, — respectivamente.

Atn substrayamos 12 del otro cuadrado, diéamos 16, y sea la diferencia
4 el producto de los nimeros segundo y tercero.

Luego, ntimero tercero = 4x.

La tercera condicién da: 5222 + 12 = un cuadrado; ahora; 52 = (4) (13)
y 13 no es un cuadrado; pero, si fuera un cuadrado, la ecuacién serfa fécil de
resolverse. Asi, debemos encontrar dos nimeros que reemplacen 13 y 4 tal
que su producto sea un cuadrado, mientras +12 tampoco es un cuadrado.

Ahora, el producto es un cuadrado si ambos son cuadrados; luego, debe-
mos encontrar dos cuadrados tal que tampoco +12 = un cuadrado.

Esto es fécil, y como dijimos (dice Diofanto), ello hace que la ecuacién
sea facil de resolverse.

Los cuadrados 4, 1 satisface la condicion.

. 1
Retrocediendo, pongamos ahora 4z, — y ser los nimeros; tenemos
x

x
4 2
que resolver la ecuacién z? + 12 = cuadrado = (x + 3)°, digamos.

1 1
Luego, = = 3 y 2, 2, 3 es una solucion.
[ |

Problema 13. (Libro III). Encontrar tres nimeros tales que el producto de
dos cualquier de ellos, sumado el tercero, es un cuadrado.
Solucién.

Si m es un nimero (racional positivo) y si:

r=m? y=(m+1)> | z=2(x+y+1)

se tiene que
zy+z=[m(m+1)+2).

De igual manera se verifica que xz 4+ y, yz + x son nimeros cuadrados.
[ |

Problema 15. (Libro III). Encuentre tres mimeros tales que el producto de
dos cualquier de ellos sumado con la suma de los mismos nimeros, es un
cuadrado.
Solucién.
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Tomemos m, x, y, z como en el problema 13. Entonces se tiene que
ry+r+y Yyz+y+=z Zr+z+x

son numeros cuadrados.

Problema 1. (Libro IV). Dividir un nimero dado en dos cubos tal que la

suma de sus lados es un nimero dado.

Solucién. Diofanto da 370 y 10 como la suma de sus lados. Encuentra que

los niimeros son 343 y 27. En efecto, se tiene: 370 = 73 +3% y 7+ 3 = 10.
[ |

Problema 3. (Libro IV). Encontrar dos nimeros cuadrados, la suma de los
cuales es un nimero cibico.
Solucioén.

Diofanto pone 2 como el mas pequenio cuadrado y 42% como el mas
grande cuadrado. La suma de los dos cuadrados es 522, y él debe ser igual
a un numero ctbico. Pongamos su lado digamos z, asi que el cubo es 3.
Luego, 522 es igual a 2°. Como el lado, el cual contiene los #? 's es menor en
grado, nosotros dividimos el todo por z?%; de acd, z es igual a 5. Entonces,
desde que nosotros asumimos el mas pequenio cuadrado ser x2, y desde que
2? surge de la multiplicacién de z, el cual es igual a 5, por si mismo, 22 es 25.
Y desde que nosotros (dice Diofanto) pusimos para el mas grande cuadrado,
422, este es 100. La suma de los dos cuadrados es 125, el cual es un niimero
ctibico, con 5 como lado. Por tanto, nosotros hemos encontrado dos niimeros
cuadrados, la suma de los cuales es un ntimero cibico, asi 125. Esto es lo que

queriamos encontrar.

2

Problema 9. (Libro IV). Encontrar dos nimeros cibicos los cuales incluyen
un cuadrado.
Solucién.

Pongamos 4z como el lado del mas grande cubo y x como el lado del
mas pequefio cubo, entonces el mas grande cubo es 6423, el mas pequefio 23,
y el nimero que ellos abarcan es 6425; éste debe ser un mimero cuadrado.
Nosotros ponemos como lado de los 22 ’s, el coeficiente del cual es igual al
lado del cuadrado surgiendo de la multiplicaciéon del 64 por el 4, asi 256,

teniendo como lado 16. Luego, nosotros ponemos como el lado del cuadrado
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1622, asi que el cuadrado es 256x*. Entonces 642° es igual a 2562, Asi que
nosotros dividimos el todo por z*, desde que los z* ’s son de grado menor que
los dos lados; la divisién de 642° por 2* da 6422, en tanto nosotros obtenemos
256 de la divisién de 256z* por z. Luego, 6422 es igual a 256, de ac4 22 igual
a 4; 22 siendo un cuadrado, asi como 4, sus lados son asi iguales; el lado de x>
siendo x, y aquel de 4 siendo 2, z es 2. Entonces, desde que nosotros pusimos
x como el lado del cubo mas pequeno, el mas pequeno cubo es 8, y desde que
nosotros pusimos 4x, esto es 8, como el lado del mas grande cubo, el cubo
mayor es 512. Cuando nosotros multiplicamos él por el mas pequeno cubo,
el resultado es el nimero 4096, el cual es un cuadrado teniendo 64 como su
lado. Luego, hemos encontrado dos nidmeros ciibicos los cuales abarcan un

nimero cuadrado, asi 8 y 512, que es lo que desedbamos encontrar.
[ |

Problema 10. (Libro IV). Encuentre dos nimeros tal que su suma es igual
a la suma de sus cubos.

Solucién.
. , 9 8
Diofanto encuentra que tales niimeros son - y -
5 8 13 (5\° /8’ 637
En efecto, —4+=-=—=|( = — ] = =1.
[En efecto, 7 +7 =3 <7) +(7) 313

Problema 11. (Libro IV). Encuentre dos cubos de manera que su diferencia
sea igual a la diferencia de sus lados.
Solucién.

Sean 2z y 3z los lados, [asi 3z —2z =z, (3x)°—(2z)® = 192%]. Luego,
1922 = x y x es irracional. Tenemos por tanto que buscar dos cubos cuya
diferencia al cuadrado sea a la diferencia de sus lados como un cuadrado a
un cuadrado. Sean (z + 1)3 y 2° estos cubos; la diferencia de sus lados es
un cuadrado, 1.

Asi, 322 +3z+ 1 = cuadrado = (1 — 22)2, y z2=T. X

Empecemos de nuevo, sean los lados 7z y 8z, asfi 1692 =2 y = = IR
8
Los lados de los cubos son entonces — y —

13 13
|

Problema 21. (Libro IV). Encuentre tres niimeros en progresiéon geométri-
ca de manera que la diferencia entre dos cualquiera de ellos es un niimero
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cuadrado.

Solucioén.
81 144 256

Diofanto encuentra que los nimeros son - = ¥
Problema 29. (Libro IV). Expresar un nimero dado como la suma de cuatro
cuadrados mas la suma de sus lados.
Solucién.

Diofanto da el mimero 12 y encuentra que los cuatro nimeros cuadrados

son:
121 49 361 169

00 0 100 ° 100 Y 100
Sus lados son las raices cuadradas de estos nimeros.

121 49 361 169 11 7 19 13
bt —+ .

S ifi 12 = —
[Se verifica que 100 100 100 ' 100 10 10 @ 10 ' 10

Problema 34. (Libro IV). Hallar dos nimeros en términos generales, tales
que su producto més su suma rehaga un nimero dado.
Solucion.

Sea 8 el nimero dado y x uno de los niimeros buscados. Suponiendo que
3 es el otro nimero, el producto de los dos niimeros mas su suma serd igual

a 4x + 3, y este nimero es igual a 8, lo que da para x el valor 1’ siendo 3 el
otro numero. .
Considero ahora (dice Diofanto) al modo de como se obtiene x = 1 Este

nimero es el cociente de 5, exceso de 8 sobre 3, por 4, que es 3 aumentado de
1. Por eso, si al segundo de los nimeros dados atribuimos un valor cualquier
x, para obtener el valor del primero bastard dividir por x 4+ 1 el exceso de

8 sobre z. Haciendo, por ejemplo, el segundo nimero igual a x — 1, como 8
9—2 9

=——1
P .. L x

Tal es, en términos generales, la solucién del problema: “producto mas

suma igual a 8”. La solucion es, en términos generales, para cada valor atribui-

do a x, se obtiene una solucién distinta.

menos x — 1 es igual a 9 — z, serd el primer niimero igual a

9 — 2
Nota. Si x =7, el segundo niimero es x — 1 = 6; el primero es T -
x
2 2
Verificacién: 6 (?) +64 - =8.

7
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Problema 36. (Libro IV). Hallar dos numeros tales que su producto au-
mentado de cada uno de los dos nimeros, sea un cubo.
Solucién.

Por hipétesis, se tiene que resolver el sistema indeterminado

Ty +xr = u?

zy+y = v,

3

Diofanto usa la siguiente estrategia: © = a3z, y = 22— 1; de esta manera

w o= a*P —dPr+ddr=a3
Vo= BB a4+ 21,
de donde w = az. Poniendo v = az — 1 se obtiene
a2 =322 +3az—1=a2 —aP2+ 22 —1,
de donde

3a + a® 3a + a® a* —1
2=——" v=a = —.
1+ 3a2 ’ 1+ 3a? a2 +1

Haciendo a = 2, se tiene

112 27 28 15

T3 Y= 169 - Y13 YT 13

Problema 9. (Libro V). Dividir la unidad en dos partes tal que, si el mismo
nimero es anadido a cada parte, resultard un cuadrado.
Solucién.

Condicién Necesaria. El nimero dado no debe ser impar y el doble
de él +1 no debe ser divisible por cualquier nimero primo el cual, cuando
incrementando en 1, es divisible por 4 (esto es, cualquier nimero primo de
la forma 4n — 1).

Demos el nimero 6. Luego 13 debe ser dividido en dos cuadrados cada
uno de los cuales > 6. Si entonces nosotros dividimos 13 en dos cuadrados,
la diferencia de los cuales < 1, nosotros habremos resuelto el problema (dice
Diofanto).



2.6. ULTIMOS APORTES. EL FINAL DE UNA GRAN CULTURA. 345

1
Tomemos la mitad de 13, 6 6 — y tenemos que agregar a 6 — una pequena

fraccién la cual haria a él un cuadrado, o multiplicando por 4, nosotros ten-

1
emos que hacer a — + 26 un cuadrado, esto es, 2622 + 1 = un cuadrado
x
= (bz + 1)2, digamos; de aqui z = 10.
1
100’
1 1 1

1
0, hacer 6 5 un cuadrado, nosotros debemos agregar 200’ Y 200 +6 5=
51

2
(2—0) . Por lo tanto, nosotros debemos dividir 13 en dos cuadrados tales que

Esto es, en orden a hacer 26 un cuadrado, nosotros debemos agregar

o1
sus lados deben ser tan cercanos como posible igual a 20

Ahora 13 = 2% 4 32. Luego nosotros procuramos dos nimeros tal que 3

. 51 . . 9
menos el primero = 20’ asi que: el primero = — , y 2 mas el segundo

20
I
= 5p » @i que: el segundo = o5 .
Nosotros escribimos por consiguiente (11z +2)*, (3 —9x) para los

cuadrados requeridos (substituyendo = por —).

20
5
La suma = 20222 — 102 + 13 = 13. Luego, © = — , y los lados son
257 258 101
01’ Toi Restando 6 de los cuadrados de cada uno de ellos, nosotros
4843 5358

1 i .
tenemos como partes de la unidad, T0201° 10201

Problema 20. (Libro V). Dividir una fraccién dada en tres partes de manera
que una cualquiera de ellas menos el cubo de su suma sea un cuadrado.
Solucioén.

1 1
Sea 1 la fraccién dada. Asi, cada parte = 6—4+ un cuadrado y la suma

1
de los tres = — = la suma de tres cuadrados +6—4 .

13
Ahora tenemos que dividir 61 en tres cuadrados, lo que es fécil.

13 9 1 9

61464 25 T 200
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250 89 61
1600 = 1600 = 1600

1
Y 1 queda dividido entonces en
[ |

En el Libro VI Diofanto resuelve problemas considerando los lados (racionales)
de un tridngulo rectdngulo. Asi, él desea niimeros racionales a, by ¢ con la
condicién a? + b? = ¢? y sujetos a alguna otra restriccion.

Problema 1. (Libro VI). Encontrar un (racional) tridngulo rectdangulo cuya
hipotenusa menos cada uno de los lados sea un cubo. Formemos el tridngulo
conxr y 3.
Solucioén.

Asi, la hipotenusa = 2249, el lado perpendicular = 6z, la base = 22 —9.

Ademds, z?+9 — (22 — 9) = 18 deberfa ser un cubo, pero no lo es.

Ahora, 18 = 2,3%; asi, debemos sustituir 3 por m, donde 2m? es un cubo;
ym = 2.

Formamos asi un trigngulo rectdngulo, x, 2; mas exactamente 2 +
4, 4x, x® — 4; una condicién queda satisfecha.

La otra es 2% — 4z + 4 = un cubo.

Asi, (z— 2)2 es un cubo, donde x — 2 es un cubo = 8; ademds z = 10,
y el triangulo es 40, 96, 104.

[ |

Problema 11. (Libro VI). Encontrar un nimero ctbico tal que si le anadi-
mos, su cuadrado, el resultado es un nimero cuadrado.
Solucioén.

Pongamos con z el lado del ntiimero ctibico, asi que el nimero ctibico es
23. Afiadamos 22 a su cuadrado, esto es, 2%, para obtener 2° + 23, el cual
debe ser un cuadrado. Vamos a poner para su lado un nimero de 2® ’s tal
que cuando nosotros substraemos de sus cuadrados 2%, el residuo es un cubo;
tal es 323 : cuando nosotros substraemos % del cuadrado de 323, nosotros
obtenemos 8%, el cual es un nimero cibico.

De acd, si nosotros igualamos 8x® con un nimero cibico, el problema
sera soluble y el tratamiento no serd imposible. Vamos a multiplicar 323 por
s{ mismos, asi nosotros obtenemos 92°, el cual entonces iguala a 2% + 3.
Nosotros quitamos de 2% lo que es comiin, asf 82° es igual a 2. La divisién

3

de los dos lados por 2% da 822 igual a 1; de acd 22 es 3’ 6 una parte de 8.

Si nosotros aumentamos esto por su cuadrado, esto es, [por] una parte de 64
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partes de la unidad, el resultado es 9 partes de 64 partes de la unidad, el cual
es un nimero cuadrado con 3 partes de 8 como su lado.

Por consiguiente, nosotros hemos encontrado un nimero cumpliendo la
condicién impuesta a nosotros, y esta es una parte de 8 partes de la unidad.
Esto es lo que intentamos encontrar.

Problema 16. (Libro VI). Hallar un tridngulo rectdangulo cuyos lados y una
bisectriz de un dngulo agudo sean racionales.
Solucién.

Sea ABC' un tridngulo rectangulo en B, que satisfaga las condiciones del
problema.

(Diofanto dice:) La bisectriz C'D es representada por bz y DB por 3x;
entonces

BC” = 2542 — 922 = 1622 BC = 4x.
Supongamos ahora AB un muiltiplo de 3, 3 por ejemplo; queda AD =
AC  AD
— AC=4-14 =
3—3z y AC T pues 0B - DB

Entonces

(4 —42)> = 32 + (42)* |

16 — 32x + 1622 = 9 + 1622 | x:3—72;
multiplicando por 32 los lados del tridangulo, se obtiene
BC =(4)(7) =28 |, AB =(3)(32) =96 |, AC =100 ;

y la bisectriz es C'D = (5) (7) = 35.
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Problema 19. (Libro VI). Determinar los lados de un tridngulo rectangulo
tal que el drea mas un cateto sea un cuadrado y el perfmetro un cubo.
Solucioén.

Diofanto parte de la solucién de la ecuacién pitagorica

2u+1 2u (u+1)+1
T = ) Yy = 2u , G ——
u+1 u—+1
que, por las hipétesis del problema, implica
JHr=2utl=ad’ . Thy+r=2Q2ut1) =0,

lo que exige que b? = 2a® se satisfacerd para a = 20 y b = 4v3. Luego,
2u + 1 = 85,
Conclusion: La solucién del problema es

160° (805 — 1) (8% +1) +2
= =88 —1 = .
T 0 YT 7 806 + 1

Entonces, si v = 1, Diofanto obtiene que los lados del tridngulo son 9 7

65
Y9-

144
El drea del tridngulo mas un cateto es 3L (un cuadrado) y el perfmetro

es 8 (un cubo).
|

Problema 21. (Libro VI). Encontrar un tridngulo rectédngulo tal que su
perimetro es un cuadrado, mientras que su perimetro agregado de su drea da
un cubo.

Solucioén.

Formemos un triangulo rectdngulo a partir de x, 1. Las perpendiculares
son entonces 2z, 22 — 1 y la hipotenusa 22 + 1. De acd, 222+ 2z deberfa
ser un cuadrado y 2% + 222 4+ 2 un cubo.

Es fécil (dice Diofanto) hacer 222 +2x un cuadrado; sea 222 +2x g m2x?;
22 (-2

luego = = — . Por la segunda condicién

m? — 2
2m*

debe ser un cubo, esto es, — o un cubo.

m* — (m? —2)
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Luego, 2m* = un cubo, 6 2m = un cubo = 8, digamos.
As 4 2 1 5 1

S1 m = rT = — = — xre = — .
’ ’ 14 77 49
Pero una de las perpendiculares del tridngulo es 22 — 1, y nosotros no

1
podemos substraer 1 de 19 Luego nosotros debemos encontrar otro valor
para z mayor que 1; de acd 2 < m? < 4. Y nosotros tenemos por consiguiente

1
que encontrar un cubo tal que 1 del cuadrado de él es mayor que 2, pero

menor que 4.

1
Si 23 es este cubo, 2 < — 25 <468 < 26 < 16.

729 27
Esto es satisfecho por 2% = o 6 2% = T
27 729 512
L = — 2= =— el 1 1 1.
uego m 16 m 556 y T 917 el cuadrado el cual es >

1024 215055 309233
217 7 47089 47089 |

Asi el tridngulo es conocido

De esta manera hemos tenido la oportunidad de conocer algunos de los
problemas presentados en la Aritmética, obra que (como sabemos) constaba
de trece libros, de los cuales solo hemos heredado seis. Esta obra parcial fue
publicada por Guilielmus Xylander en 1575, quién agregé otro manuscrito de
Diofanto sobre niimeros poligonales.

En la antologia griega se conserva el siguiente epitafio sobre la edad que
tuvo Diofanto al morir. Dice:

< Transeunte, esta es la tumba de Diofanto: es él quien con esta sorpren-
dente distribucion te dice el nimero de anos que vivié. Su ninez ocupé
la sexta parte de su vida; despues, durante la doceava parte su mejilla
se cubri6 con el primer bozo. Pasé atin una séptima parte de su vida
antes de tomar esposa y, cinco anos después, tuvo un precioso nino
que, una vez alcanzada la mitad de la edad de su padre, perecié de una
muerte desgraciada. Su padre tuvo que sobrevivirle, llorandole, durante
cuatro anos. De todo esto se deduce su edad > .

Solucién. Si x es la edad que vivié Diofanto, se tiene

L 45+ 44
— JE— — — =
6 12 7 2 ’
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de donde x = 84. Por lo tanto, Diofanto fallecié a la edad de 84 anos.
[ |

2.6.4. Her6n de Alejandria. (Alrededor del 75 D.C.).

La actividad cientifica de Herén se desenvuelve entre los anos 75 y 150
de nuestra Era. Escribié sobre diversos temas; por ejemplo, sobre geometria
y sobre mecdnica. Su principal obra es “Las Métricas”, que es una especie de
recetario de reglas para resolver problemas; asf, se indica como calcular dreas
de figuras geométricas y volimenes de cuerpos; también se dan reglas para
resolver ecuaciones de segundo grado, asi como extraer raices cuadradas y
cuibicas. En el Libro I se encuentra su famosa férmula para calcular el drea
del tridngulo. Asi se tiene el

Teorema. Si K es el drea de un tridngulo teniendo lados de longitudes
a, b, ¢, entonces
K=+/s(s—a)(s—b)(s—c),

1
donde s:§(a+b+c).

Para probar este teorema, Herén necesité de los siguientes resultados.

Proposicion 1. Las bisectrices de los dngulos de un triangulo se encuentran
en un punto, que es el centro de la circunferencia inscrita en el tridngulo.
[Proposicién 4. Libro IV. Elementos de Euclides].

Proposicion 2. En un tridngulo rectangulo, si una perpendicular es bajada

desde el angulo recto a la base, los tridngulos a cada lado de la perpendicular

son semejantes entre si, y cada uno es semejante al tridngulo dado.
[Proposicién 8. Libro VI. Elementos de Euclides].

Proposicion 3. En un tridangulo rectangulo, el punto medio de la hipotenusa
es equidistante de los tres vértices.

Proposicion 4. Si AHBO es un cuadrildtero con diagonales AB y OH, y
st los dngulos HAB y HOB son dngulos rectos, entonces una circunferencia
puede ser construida pasando a través de los vértices A, H, B, O.

Proposicién 5. Los dngulos opuestos de un cuadrildtero ciclico (inscrito)
suman dos dngulos rectos.
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[Proposicién 22. Libro III. Elementos de Euclides].

Nota. Una prueba detallada del teorema de Herén puede ser encontrada
en [DUN. 1], pag. 118. Una estimulante tarea es hacer una exposicién de la
prueba del citado teorema, incluyendo las pruebas de las cinco proposiciones
mencionadas antes, asi como las proyecciones de ese resultado.

En el Libro II (de “Las Métricas”), Herén se ocupa de los volumenes de
figuras sélidas, como son el cono, la esfera, el toro; estudia también a los
cinco solidos regulares; trata con el cilindro, el paralelepipedo, la pirdmide;
con los tronco de pirdmide y de cono. En el Libro III se presenta la divisién de
figuras, de dreas y volimenes en una razén dada. Herén construyé diferentes
aparatos mecdnicos; se le atribuye haber escrito sobre los espejos; contribuyé
a la tarea de construir arcos.

2.6.5. Pappus de Alejandria. (Aproximadamente 300
D.C.)

Pappus fue el dltimo genio que florecié al final de la matemaética griega.
En su época, 320 D.C., el Imperio Romano tuvo su primer emperador cris-
tiano, Constantino, en tanto Pappus escribia su enciclopédica obra, la “Colec-
cion Matemaética”. Eran los anos del anochecer del pensamiento griego, de la
matematica rigurosa. Pappus fue el tltimo cientifico que tuvo la inspiraciéon
que habia movido a Euclides, a Arquimedes y a Apolonio. Ademas de sus no-
tables contribuciones matemaéticas, la Coleccién tiene también un gran valor
histérico pues a través de ella conocemos gran parte de la matematica griega,
cuyos originales se perdieron. Asi, por ejemplo, por ella sabemos sobre los
trabajos de Arquimedes sobre los poliedros semi - regulares.

Pappus fue un matemadtico original, muy intuitivo; contribuyé con lemas
suplementarios a los teoremas demostrados por Euclides, por Arquimedes,
Apolonio y por Ptolomeo; di6 otras demostraciones a teoremas conocidos.
Originalmente, la Coleccién constaba de ocho libros pero el primero y parte
del segundo se perdieron. Hizo una distincién entre los llamados:

e problemas “planos” B que son solubles con rectas y circunferencias
solamente,

e problemas “sélidos” B que son solubles usando secciones cénicas, y
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e problemas “lineales” M que utilizan curvas diferentes a las rectas, cir-
cunferencias y a las secciones cénicas.

Por ejemplo, Pappus establece que el problema de la triseccién de un
dngulo es un problema sélido. Asi, sea el déngulo dado AOB. (Ver [BOY]).

Tracemos la circunferencia con centro O y radio (arbitrario) OA = OB;
sea OC' la bisectriz del déngulo AOB. Ahora Pappus construye la hipérbola
que tiene a uno de sus focos en A, que tiene OC' como directriz y con excen-
tricidad 2. Entonces una rama de esta hipérbola corta a la circunferencia en

1
el punto T'. Pappus afirma que el valor del angulo AOT es 3 del valor del

dangulo AOB. (Muy buena idea !).

A la intuicién de este notable matemaético le debemos la construccién de
las medias aritmética, geométrica y armoénica. Veamos el siguiente argumen-
to. Sea la semi - circunferencia mostrada en la figura (Ver [EVE]).

D

F,

A o B C

Sobre AC tomemos B, diferente del centro O; sea BD 1. AC 'y BF 1 OD.
Entonces, con respecto a los segmentos AB y BC se tiene que: OD es la
media aritmética; BD es la media geométrica y FD es la media arménica.
Ademds, en este caso (AB # BC') se tiene:

media arménica < media geométrica < media aritmética .
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Este resultado aparece en el Libro III de la “Coleccién Matemética”.

Una Generalizacién del Teorema de Pitdgoras. [Pappus, Libro IV de
la Coleccién Matemdtica]

Sea ABC' un tridngulo arbitrario y sean ABDE y ACFG dos paralel-
ogramos cualquieras, descritos externamente sobre AB y AC. Sea H la
interseccién de DE y FG. Tracemos BL y CM iguales y paralelos a HA.
Entonces (considerando dreas):

paralelogramo BC'M L = paralelogramo ABD E+ paralelogramo ACFG .

H..G

KRl

(Ver [EVE], pag. 176; version en inglés. Version en portugués, pag. 227).

Idea de la Demostracion. Segtn la figura adjunta, HA corta a BC en R
yvaLMenS; LB corta DH en U, y MC corta a FFH en V. Entonces se
observa que (dreas):

paralelogramo ABDFE = paralelogramo ABU H = paralelogramo BRSL ;
paralelogramo AC'F'G = paralelogramo AC'V H = paralelogramo RCM S .

Sumando ambas igualdades se obtiene la tesis.
|

Nota. Para una motivacién del argumento dado en la idea de la demostracion,
ver la Proposicién 47 del Libro I de los Elementos de Euclides; ver también
el Libro VI, Proposicion 31.

El Teorema de Pappus. Dados los puntos A, B, C sobre una linea, y
A, B', C'" sobre otra linea, entonces los tres puntos de interseccion

P=BC'NCB Q=ABNBA 'y R=CANAC
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son colineales.
(Ver [ANG - LAM], pag. 107).
Prueba.
Llamemos U = AABNB'C, V=AC'"NAB y W =BCnAC"

Miremos al tridngulo UVW; a él le aplicaremos el teorema de Menelao
(2.5.2) cinco veces. Veamos, desde que A'/CR, BC'P, AB'Q, AB'C' y
ABC son colineales, se tiene

VRWC.UA = RW.CU.AV ,
VC'.WPUB = C'W.PU.BV ,
VAWB.UQ = AW.B'U.QV ,
VO'WB.UA = C'"W.BU.AV |
VAWC.UB = AW.CU.BV .

Luego tenemos:
VRWCUA.VC'"WPUBVAWB.UQ RW.CUAV.C'W.PU.BV.AW.B'U.QV
VO WB.UAVAWC.UB - C'W.B'U.A'V.AW.CU.BV ’

de donde, VRWPUQ = RW.PU.QV. Aplicando nuevamente el teorema
de Menelao, concluimos que los puntos P, ) y R son colineales.

2.6.6. Llega la Noche.

Luego de Pappus, la matemadtica griega entra en estancamiento; no surgen
figuras que se aproximen a los grandes maestros; ya no hay originalidad ni



2.6. ULTIMOS APORTES. EL FINAL DE UNA GRAN CULTURA. 355

gran calidad en los trabajos que se produjeron. En verdad, la Coleccién de
Pappus es la tltima obra matematica de nivel y de importancia; por algo se
le llamé el “Tesoro del Andlisis”. En esta etapa, anos 300’s de nuestra Era,
surgen matemaéticos menores asi como los llamados “comentaristas”. Citemos
a algunos de ellos.

(i).

(ii).

(iii).

(iv).

Teén de Alejandria. Teén vivié por el ano 365 y escribié unos co-
mentarios sobre el Almagesto de Ptolomeo; le debemos también una
edicién de los Elementos de Euclides, contribuyendo asi a la difusién
de tan gran obra matematica.

Hypatia. Ella fue la primera mujer matematica que se tenga referen-
cia; fue hija de Teén. Escribié unos comentarios sobre las Cénicas de
Apolonio, asi como sobre unas obras de Diofanto y de Ptolomeo. Fue
una mujer erudita, de gran sensibilidad cientifica y probablemente fue
la 1ltima persona que sabia de la grandeza de Alejandria. Hypatia fue
fiel a sus convicciones religiosas manteniéndose leal a sus dioses griegos,
lo que le costé una muerte atroz por parte de unos fandticos religiosos;
fue decapitada y sus restos fueron arrojados por las calles de Alejandria.
Era el ano 415.

Proclo (410 — 485). Proclo recibié su educacién inicial en Alejandria;
luego viajé a Atenas en donde aprendié la filosofia Neo - Platoénica.
Escribié una variedad de libros; se interesé sobre los didlogos de Platén
sobre lo cual escribié algunos ensayos. Fue un reconocido fil6sofo en su
época. Posiblemente el mas importante trabajo de Proclo fue su Comen-
tario sobre el Libro I de los Elementos de Euclides ya que este trabajo
es una de las mas importantes fuentes sobre la historia de la geometria
elemental que hemos heredado. Proclo tuvo acceso a un gran nimero
de trabajos historicos y criticos, algunos de los cuales se perdieron. El
Comentario fue llamado también el Sumario de Eudemo; por este tra-
bajo conocemos, por ejemplo, los trabajos matemadticos de Tales, asi
como de los pitagoricos. Proclo también escribié sobre astronomia asi
como unos comentarios sobre la Reptiblica de Platén. Murié en el ano
485 teniendo 75 anos.

Simplicio (5207). Este comentador escribié un trabajo sobre Aristéte-
les, asf como también sobre el Libro I de los Elementos de Euclides;
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contribuyé también con algunos aportes sobre la cuadratura de las linu-
las. Simplicio estuvo interesado en la geometria griega y le debemos el
conocer parte de la obra de los antiguos maestros griegos.

(v). Eutoquio (£560). Fue un matematico bizantino que escribié varias
obras sobre el trabajo de Arquimedes (“Sobre la Esfera y el Cilindro”,
el “Libro de los Equilibrios”, “Medida del Circulo”); escribié una in-
teresante obra sobre las Cénicas de Apolonio.

Con el transcurso del tiempo, Alejandria fue conquistada por los romanos;
en aquellos tiempos gobernaba Constantino. En el Museo de Alejandria, los
sabios debian elegir entre el cristianismo o seguir fieles a sus dioses; la segunda
elecciéon costé a la humanidad la destruccion de 300, 000 manuscritos, los que
contenfan un tesoro cientifico de un valor incomparable.

En el ano 640, los mahometanos tomaron Alejandria. La biblioteca estaba
cerrada por muchos anos. Ante numerosisimos documentos llenos de polvo,
el gobernador arabe recibi6 la “célebre orden”:

< o bien los manuscritos contenfan textos contrarios al Coran, y debfan ser
destruidos, o bien no hablaban de él, y debifan ser igualmente destruidos
>

Y destruyeron la biblioteca ! Asi termina una etapa gloriosa en la historia
de la matemadtica. Una época brillante, con aportes de primerisimo nivel en
el campo matemadtico y del pensamiento en general. Todo ello fue destruido
por unos barbaros.
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COMENTARIOS 2.3, 2.4, 2.5 y 2.6.

1. Retomemos el Problema de Apolonio (2.3.4). Como sabemos, el prob-
lema consiste en: “dados tres objetos que pueden ser, cada uno de ellos,
puntos, rectas o circunferencias, dibujar una circunferencia tangente a
las tres”.

Esta cuestion tiene diez casos posibles que son:

(1). Tres puntos; (2). Tres rectas;

(3). Dos puntos y una recta; (4). Dos rectas y un punto;
(5). Dos puntos y una circunferencia;

(6). Dos circunferencias y un punto;

(7). Dos rectas y una circunferencia;

(8). Dos circunferencias y una recta;

(9). Un punto, una recta y una circunferencia;

(10). Tres circunferencias.

Los casos (1) y (2) aparecen en el Libro IV de los Elementos de Euclides
y constituyen los casos mas sencillos. (3), (4), (5), (6), (8) y (9) aparecen
en la obra “Tangencias” o “Contactos” de Apolonio, en tanto que (7)
y (10) se encuentran en el Libro II de esta obra.

2. La obra geométrica de Apolonio fue altamente especializada; su técni-
ca para desarrollar sus ideas fue algo completamente nuevo en aquellos
tiempos; rompié con el modelo tradicional de Euclides y de su Escuela.
Todo ello determiné que la lectura de la obra de este notable genio
fuera algo dificil de estudiar, en especial las “Cénicas”, y por tanto se
le olvidara por mucho tiempo y no se le conociera al contrario de lo
sucedido con la obra de Euclides, en particular con “Los Elementos”.
Inclusive, conjeturamos que actualmente las Cénicas no son suficiente-
mente conocidas, al menos con un interés histérico. El mundo occiden-
tal solo conocié a esta obra (en forma incompleta) en 1710 cuando fue
publicada por Edmundo Halley.

3. Euclides, Arquimedes y Apolonio, tres ilustres personajes que glo-
rificaron al pensamiento matematico de todos los tiempos. Ellos rep-
resentan la culminaciéon de una feliz evolucién del pensamiento en la
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Antiguedad y sus ideas iluminaron el futuro de la matemaética por mu-
chos siglos. Sin embargo, es justo reconocer que alrededor de estos gi-
gantes de la creaciéon hubieron también notables matematicos que apor-
taron mucho a nuestra ciencia. Con la contribucién de todos ellos, la
matemadtica griega aporta algo esencial en la vida de la matematica:
la “demostracién”, segtin la cual las propiedades mateméticas dejan
de ser hechos intuitivos, informales para convertirse en conocimientos.
La matemadtica se hace racional; es la sublimacién de la ciencia y se
llega a altos niveles estéticos. Otra notable contribucién de los griegos
fue la introduccion de la “abstraccién” en los argumentos matemati-
cos, que si bien atn no fue una abstraccién como la elaborada siglos
después, ya era un rasgo propio de una inteligencia superior. Debemos
a los Pitagdricos los primeros esfuerzos hacia una mente reflexiva y
abstracta, lo que fue continuado con mucho suceso por los venidores
matemadticos de aquellos anos gloriosos.

Los matemsticos de la Antiguedad se enfrentaron al problema del in-
finito; sabfan construir v/2 geométricamente pero tuvieron dificultad
en explicarlo aritméticamente. Siempre que podian ocultaban al infini-
to; hemos visto que Arquimedes llegé a sumar infinitos términos y que
Eudoxo se las ingenié para interpretar infinitas etapas. Por otro lado,
la matemdtica de aquellos tiempos fue mas estdtica que dindmica, car-
acteristica que posiblemente se deba a la influencia de la filosoffa de
Platén, quien ubicaba a la matemética lejos de los fenémenos fisicos,
del mundo en movimiento, de ese mundo que consideraba indigno de
las mentes superiores. Asi la matemadtica griega era una matematica de
lo finito y de las ideas abstractas. El gran Arquimedes tuvo la osadia
de “poner los pies sobre la tierra”.

. Alrededor del ano 255 A.C., Eratéstenes fue designado el tercer director

de la Biblioteca de Alejandria; fue un pensador universal, ya trabajaba
en aplicaciones de la matemdtica en la astronomia ya componia her-
mosos versos o escribia sus reflexiones filoséficas. Fue un agudo investi-
gador; estudiando unos papiros en la biblioteca de Alejandria encontré
un documento sobre las observaciones en Siena, que estaba a 800 Kms
al sureste de Alejandria, en que ley6é que los rayos solares al caer sobre
una vara el medio dia del solsticio de verano (21 junio) no producia
sombra. Curioso como era, realizé las mismas observaciones en Ale-
jandrfa el mismo dfa y a la misma hora, observando que la luz del Sol



2.6. ULTIMOS APORTES. EL FINAL DE UNA GRAN CULTURA. 359

incidfia verticalmente en un pozo de agua el mismo dfa a la misma hora.
Medit6 que si el Sol estaba muy lejos de la Tierra, entonces sus rayos
nos deberfan llegar en forma paralela si la Tierra fuera plana, como se
asumia en aquellos tiempos, y por tanto no se deberfa encontrar difer-
encia alguna entre las sombras proyectadas por los objetos a la misma
hora del mismo dia. Pero, ocurrié que si se producia diferencia; la som-
bra dejada por la torre de Siena formaba 7 grados con la vertical; de
esta manera Eratostenes dedujo que la Tierra no era plana y por los
argumentos dados en 2.4.2 dedujo que la circunferencia de la Tierra
tenfa un promedio de 41,000 Kms.

Via ingeniosos argumentos, Eratdstenes calculd la distancia de la Tierra
al Sol y también la distancia a la Luna. Como gedgrafo creé un avanzado
calendario y como historiador nos legé un escrito cronolégico del mundo
desde la guerra de Troya. Trazé diversos mapas del mundo conocido.
Sus ultimos anos los pasé ciego y determiné morir de hambre.

5. En 2.5.1 hemos presentado algunas consideraciones generales sobre los
comienzos de la trigonometria; es casi dificil determinar los origenes
de esta rama de la matemdtica. Se puede decir que ella estuvo en sus
comienzos muy relacionada con la astronomia, en donde se obtuvieron
bellas aplicaciones; luego se establecié la trigonometria esférica para
finalmente elaborarse la trigonometria plana. Posiblemente en la tablil-
la Plimpton 322 se pueda encontrar la primera tabla trigonométrica.
En la Antiguedad esta drea tuvo un gran impulso con los trabajos de
Aristarco de Samos, de Hiparco de Nicea, de Menelao de Alejandria y
sobre todo de C. Ptolomeo. La trigonometria ha de ser de gran valor
en la evolucién de nuestra ciencia; muchas valiosas contribuciones se
produjeron en los siglos venideros.

6. La historia prueba que las civilizaciones tienen su origen, su esplendor
y su decadencia. La civilizacién griega, junto con su alta matemética,
no podia escapar a esta regla y tuvo también su periodo de decadencia,
el que abarca, mas o menos, desde el ano 200 A.C. hasta el 415 D.C.
En este perfodo se produjeron bruscos cambios econémicos, sociales y
culturales, en parte debido al gran predominio del Imperio Romano,
en donde no se cultivé el estudio de la matemdtica. Las guerras que
se produjeron destruyeron diversos centros cientificos; de esta man-
era, por estos tiempos no se estimulé el trabajo creador. Sin embargo,
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en estas condiciones el Museo y la Escuela de Alejandria logré sobre-
vivir y haciendo grandes esfuerzos se logré estimular la investigacién
matemadtica y surgieron algunos talentosos personajes, como los citados
en 2.6. A esta etapa se le conoce como la Segunda Etapa Alejand-
rina. Es cierto que en este periodo no surgieron mateméaticos del nivel
de los habidos en la primera etapa, pero es cierto también que ellos
hicieron grandes esfuerzos por conservar el legado de los grandes mae-
stros y hacer también importantes contribuciones. Por ejemplo, dentro
de tales personajes citemos a Ptolomeo quien trabajé con un espiritu
euclideano, con el rigor que le caracterizé al viejo gedmetra. En el “Al-
magesto”, él considera unas tablas de cuerdas, que nos recuerda a la
tabla de senos.

Los comentaristas fueron los tltimos personajes en contribuir con la
preservacién de la matemadtica griega; entre fines del siglo IV D.C. e
inicios del V se produce un nuevo ambiente con la caida del imperio
romano. Surge el feudalismo que no necesité de una actividad cientifi-
ca para sobrevivir segin un modelo simplista y de una vida vacia de
valores. Con el cristianismo los templos paganos y la cultura helenisti-
ca no fueron apreciados ni bien vistos. Entre los tltimos comentaristas
tenemos a Teén (335 — 395 D.C.), a su hija Hypatia (370 — 415 D.C.)
y a Proclo (410 — 485 D.C.).

Asi, la matemadtica griega va llegando a su final pero ella va avanzando
a través de otras culturas orientales. El largo camino de la noche ha de
terminar luego de muchos siglos y nuevas luces aparecen en el horizonte.

EJERCICIOS 2.3 - 2.4 - 2.5 - 2.6

1. (a). Describa el entorno en que vivié Apolonio.

(b). Antes de Apolonio, ;qué se conocia de las secciones conicas?

(c). Mencione algunas ideas de Arquimedes en relacién con las sec-
ciones conicas.

2. Redacte un breve informe sobre el Libro de las Cénicas de Apolonio.

3. (a). Dé algunas ideas sobre el problema de Apolonio.
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(b). ;Coémo procedié Eratdstenes para calcular la circunferencia de la
Tierra?

(c). Explique en que consiste la criba de Eratéstenes.
(a). ;Coémo surgi6 la trigonometria en la Antiguedad?

(b). Describa brevemente las contribuciones de Aristarco, de Hiparco
de Nicea, de Menelao y de C. Ptolomeo en relacién con la evolucion
de la trigonometria.

(c). ({Cémo se calcula m usando el teorema de Ptolomeo?

(a). {Podria haber alguna explicacién de porqué la trigonometria surge
en el periodo de la decadencia de la geometria griega? Justifique.

(b). ;Podria haber una explicacién de porqué en la Antiguedad se pre-
firié a un sistema astronémico geocéntrico a un sistema heliocén-
trico? Justifique.

(a). ; Existen algunos aspectos comparables entre las Cénicas de Apolo-
nio con los Elementos de Euclides?

(b). Describa el ambiente y las condiciones habidas en los iltimos siglos
de la decadencia griega.

Redacte un breve informe sobre Diofanto de Alejandria, enfatizando su
obra matemadtica.

(a). ; Tuvo Platén alguna influencia en la caracteristica de la matemati-
ca en la Antiguedad? Justifique.

(b). El Cristianismo, jtuvo alguna influencia en la matematica de los
iltimos anos de la decadencia griega?, ;porqué?

Describa el papel jugado por Teén, Hypatia y Proclo en el ocaso de la
matematica griega.

JPodria conjeturar, porqué en el Imperio Romano no se cultivé la
matematica?
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Investigue sobre el papel desempenado en la historia de la matematica
por la Biblioteca y el Museo de Alejandria. Redacte su estudio en un
breve informe.

(a). Explique como Menecmo obtiene las ecuaciones de la pardbola y
de la hipérbola equilétera.

(b). Mencione algunas propiedades de las cénicas obtenidas por Euclides
y Arquimedes.

(c). ;Porqué se puede afirmar que “la geometria analitica fue una in-
vencién de los griegos”?

sen o < «Q - tg o

B tgh’
Este resultado fue usado por Aristarco de Samos en sus estudios de
astronomia.

Si 0° < f < a<90° pruebe que:
sen (3

Pruebe el teorema de Menelao: si una transversal intersecta los lados
BC, CAy AB de un tridngulo ABC en los puntos L, M y N respec-
tivamente, entonces

AN BL CM _
NB LC MA
G
M
L
N
A B

Pruebe el teorema de Herén (2.6.4). Previamente pruebe las proposi-
ciones 1, 2, 3,4y 5.

Dé los detalles de la prueba de la generalizacion del teorema de Pité-
goras segun Pappus (2.6.5).

Redacte un estudio critico sobre el contenido de este libro; exprese sus
propios sentimientos sobre lo logrado por los babilonios, los egipcios y
los griegos.
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BREVE RESUMEN DE LOS CAPITULOS 1Y 2.

Capitulo 1. Posiblemente en algin momento de su evolucién, el hombre
tuvo alguna sensacion de la idea de cantidad. Con el transcurrir de los siglos
diversas comunidades y culturas surgieron en diversas regiones, entre ellas
hemos tratado a la babilénica y a la egipcia. En la matematica babilénica
podemos apreciar que dispusieron de un sistema de numeracion; llegaron a
conocer al nimero v/2 y a otros nimeros “irracionales”, llegando a establecer
técnicas para obtener buenas aproximaciones. Asi mismo resolvieron ciertos
problemas que llevaron a ciertas ecuaciones algebraicas que llegaron a resolver
de alguna manera. A través de la tablilla Plimpton 322 hemos aprendido
diversos resultados, como son los triples pitagéricos. La geometria babilénica
era un conjunto de reglas para realizar medidas précticas. Dividieron a la
circunferencia en 360 partes iguales.

Para los egipcios, la matematica provenia de una fuente divina; desar-
rollaron un sistema de numeracién y supieron realizar diversas operaciones
aritméticas; supieron descomponer ciertos nimeros racionales. Llegaron a es-
tablecer ciertas férmulas geométricas y sobre todo nos dejaron el testimonio
eterno: las Pirdmides, en donde aplicaron conocimientos geométricos.

La matemadtica griega se inicia (propiamente) con Tales de Mileto (£640
A.C.); se le atribuye diversos resultados geométricos que fueron la base para
posteriores desarrollos. Pitdgoras y su Escuela jugé un papel importante en el
desarrollo de la matemética pura: teorfa de nimeros, magnitudes inconmen-
surables, algebra geométrica, .... Hipdcrates de Quios y Arquitas de Tarento
contribuyeron al desarrollo de la matematica griega. Euclides y su entorno
constituye el inicio de una etapa gloriosa en la historia del pensamiento. La
matemadtica va llegando a niveles avanzados; se realizan diversas construc-
ciones geométricas. Los tres cldsicos problemas planteados en la Antiguedad:
duplicacion del cubo, triseccién de un dngulo y la cuadratura del circulo,
realizados solo con regla y compds, jugaron un papel importante en el de-
sarrollo de la matemadtica. Platén y la Academia impulsé el desarrollo del
pensamiento en aquellos tiempos con ain proyecciones en la época mod-
erna. Alrededor de Platén surgieron excelentes matemdticos; su discipulo
predilecto fue Aristételes. Por esta época el método exhaustivo fue un arma
de razonamiento matemaético.

Alejandria, con su Biblioteca y Museo, fue el centro del conocimiento
de aquellos lejanos tiempos, en donde se cultivaban las diferentes ramas del
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saber. En tal ambiente surgié una de las obras mas bellas y completas que
se hayan escrito en la matemaética: “Los Elementos” de Euclides, obra que
consta de trece libros, los que fueron presentados con cierto detalle.

Capitulo 2. En este capitulo estudiamos a Aristarco, Arquimedes, Apolonio
v a Eratéstenes; asi mismo presentamos algunos aspectos sobre el surgimiento
de la trigonometria en la Antiguedad, en donde resaltamos el trabajo de
C. Ptolomeo. El capitulo, y este volumen, culmina con la declinacién de la
matemadtica griega.

El trabajo matematico de Aristarco es orientado a las aplicaciones de la
matemadtica a la astronomia, y en este campo contribuyé al nacimiento de
la trigonometria. Son notables sus ideas en el estudio del Sol, de la Tierra y
de la Luna. Arquimedes, el mas grande matematico de la Antiguedad y uno
de los mas notables cientificos de todos los tiempos, es estudiado con cierto
detenimiento; presentamos algunos aspectos de su obra matemdtica. Apolo-
nio, el mas grande geémetra de la Antiguedad y fundador (esencialmente)
de la geometria analitica, también es presentado con algunos detalles que
exige su tan importante obra matematica. Eratéstenes, capaz poco conocido
en nuestro ambiente, forma parte de este cuarteto de notables pensadores.
Un estudio mas detallado, critico y analitico, sobre la obra de estos cuatro
hombres de ciencia, serfa un interesante proyecto que se puede formular.

Finalmente, se presentan los aportes de un conjunto de matemaéticos,
que sin tener el nivel y la profundidad de sus antecesores, lucharon por al
menos mantener la llama viva de aquella gloriosa matemadtica; ellos dieron
algunos aportes en el campo de la investigaciéon pero lo mas importante es
que escribieron sobre la obra matemdtica de los Maestros, a fin de perpetuar
sus obras en la posteridad.
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